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2. Интегральные величины электромагнитного поля, применяемые в тео-
рии электрических цепей 
3. Элементы схем замещения электрических цепей 
4. Геометрические элементы схем замещения 

 
11..  ВВввееддееннииее  

 
Предмет ТОЭ изучает количественные и качественные стороны элек-

тромагнитных процессов в электрических цепях и электромагнитном поле. 
В теории электрических цепей рассматривают процессы в определен-

ной области пространства с помощью алгебраических и обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. При этом оперируют интегральными величина-
ми, дающими общее понятие об исследуемой области. 

В теории электромагнитного поля используют дифференциальные 
уравнения в частных производных, которые позволяют характеризовать лю-
бую точку пространства.  

Существование человеческого общества требует постоянных затрат 
энергии. Уровень производства и потребления энергии в значительной сте-
пени характеризует уровень производительных сил общества. 

Электрическая энергия – вторичная форма энергии, не существующая в 
готовом виде в природе. Более 100 лет назад электротехника только зарожда-
лась. Жизнь современного общества представить себе без применения элек-
трической энергии невозможно. Это объясняется ее важными достоинствами, 
среди которых прежде всего универсальность (сравнительно легко преобра-
зуется  в другие виды энергии: механическую, тепловую, световую, химиче-
скую) и возможность передачи на огромные расстояния с относительно не-
большими потерями. 

Теория электрических цепей изучает электромагнитные явления в тех-
нических системах, предназначенных для производства, передачи и распре-
деления электрической энергии, распространения, преобразования и перера-
ботки информации. 

В основе методологии теории цепей лежит системный подход, в соот-
ветствии с которым реальные электрические цепи заменяют их схемами за-
мещения, составленными из идеализированных элементов. 

Курс теории электрических цепей базируется на основных физических 
понятиях об электрических и магнитных явлениях. В основе курса лежат 
также знания, полученные студентами в различных областях высшей математи-
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ки – алгебре, теории дифференциальных уравнений, интегральных преобра-
зованиях Фурье и Лапласа, теории численного решения алгебраических и 
дифференциальных уравнений. 

В свою очередь, на базе теории электрических цепей строятся многие 
последующие специальные дисциплины электро- и системотехнического 
циклов, связанные с анализом конкретных классов систем, в которых методы 
и приемы теории цепей развиваются и получают проблемную ориентацию. 

 
22..  ИИннттееггррааллььнныыее  ввееллииччиинныы  ээллееккттррооммааггннииттннооггоо  ппоолляя,,    

ппррииммеенняяееммыыее  вв  ттееооррииии  ээллееккттррииччеессккиихх  ццееппеейй  
 
Такими величинами являются ток, напряжение, мощность, которые уже 

рассматривались в курсе физики. 
Электрический ток – это явление направленного движения заряжен-

ных частиц. 
Количественную меру этого движения в ГОСТе определяют как силу 

тока. Но в электротехнических дисциплинах принято говорить просто: ток. 
Величину тока определяют как скорость изменения заряда во времени: 
 

t
q

t
qi

t d
d

Δ
Δlim

0Δ
==

→
 , 

 
где q  – заряд. 

 
Так как током называют и явление, и его количественную меру, у мно-

гих складывается впечатление, что ток – величина векторная. Стрелкой на 
схеме обозначают направление движения положительно заряженных частиц. 

Если величину тока определить упрощенно, то это – количество заря-
дов через поперечное сечение проводника в единицу времени. Очевидно, что 
это величина скалярная. 

В результате расчетов ток может получиться с разными знаками. Ток 
положительный, если его выбранное направление совпадает с направлением 
движения положительных зарядов. 

Ток измеряют в амперах (А). Французский академик Андре Мари Ам-
пер ввел понятие электрического тока. 

Человек начинает ощущать ток в своем теле при его величине 0,005 А. 
Ток 0,05 А опасен для жизни. Ток в люминесцентной лампе 0,15 А, в лампе 
накаливания – 0,2–1 А, в холодильнике – 0,5–0,8 А, в бытовых нагреватель-
ных приборах – 2–8 А, в электродвигателе трамвайного вагона – от 100 А и 
выше, в индукторе печи для плавления алюминия – 18000 А. 

Напряжение – количество энергии, затраченной на перемещение еди-
ничного заряда из одной точки электромагнитного поля в другую: 

q
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q d
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где W – энергия. 
Потенциал – количество энергии, затраченной на перемещение еди-

ничного заряда из бесконечности в какую-либо точку электромагнитного 
поля. Отсюда напряжение – это разность потенциалов. 

Эта величина тоже скалярная. Может быть положи-
тельной и отрицательной. Напряжение положительно, если 
потенциал точки 1, из которого направлена стрелка 12u  
(см. рис. 1.1), выше потенциала точки 2. Индексация пока-
зывает направление ко второму индексу. 

Единица измерения напряжения – вольт (В). Названа в 
честь итальянца Алесандро Вольта, создателя первого ис-
точника электрической энергии – «Вольтова столба». Он 
первым ввел понятие напряжения. 

Мощность – это скорость изменения энергии во времени: 
 

t
W

t
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Умножим и разделим на qd : 
 

iu
t
q

q
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d
d

d
d  . 

 
Следовательно, мощность – это произведение напряжения на ток. Еди-

ница измерения мощности в общем случае – АВ ⋅ . 
 

33..  ЭЭллееммееннттыы  ссххеемм  ззааммеещщеенниияя  ээллееккттррииччеессккиихх  ццееппеейй  
 
Электрическая цепь – это совокупность генерирующих, приемных и 

вспомогательных устройств, соединенных между собой электрическими 
проводами. 

В теории электрических цепей (ТЭЦ) оперируют не реальными элек-
трическими цепями, а их схемами замещения. 

Электрическая схема замещения – это графическое изображение 
электрической цепи идеализированными элементами, которые учитывают 
явления, происходящие в реальной цепи. 

Генерирующие устройства преобразуют различные виды энергии (ме-
ханическую, химическую, тепловую, световую) в электрическую. 

Роль источника энергии заключается в поддержании разности потен-
циалов. Для этого нужны силы неэлектрического происхождения (сторонние 
силы), совершающие работу против сил электрического поля. 

В ТЭЦ различают два вида идеализированных источников энергии: 
идеальный источник ЭДС (рис. 1.2, а) и идеальный источник тока  
(рис. 1.2, б). 

u12

1

2
Рис. 1.1 
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У идеального источника ЭДС сопротивление бесконечно мало. Вслед-
ствие этого напряжение на зажимах источника при изменении нагрузки не 
меняется, меняется ток. Стрелка источника показывает направление увели-
чения потенциала. 

У идеального источника тока (рис. 1.2, б) сопротивление бесконечно 
велико. Поэтому при изменении нагрузки ток источника тока не меняется, 
меняется напряжение на его зажимах. Величины внутренних сопротивлений 
учтены в условных обозначениях: закоротка в кружке идеального источника 
ЭДС и разрыв – у идеального источника тока. 

Идеальных устройств в реальной жизни нет. Реальный источник ЭДС 
обладает небольшим сопротивлением (рис. 1.3, а). Реальный источник тока 
обладает большим, но конечным сопротивлением (рис. 1.3, б). 

Приемные устройства образуют внешнюю часть схемы. 
 

 
Различают три идеализированных приемных элемента. 
Резистивный элемент, или идеальный резистор (рис. 1.4, а) учитывает 

преобразование электрической энергии в другие виды энергии. Обладает со-
противлением R , которое измеряют в омах (Ом). 

 
 
 
 
 
 
Индуктивный элемент, или идеальная индуктивная катушка 

(рис. 1.4, б) учитывает энергию магнитного поля катушки, а также ЭДС само-
индукции. Обладает индуктивностью L , которую измеряют в генри (Гн). 

Емкостный элемент, или идеальный конденсатор (рис. 1.4, в) учиты-
вает энергию электрического поля конденсатора, а также токи смещения. 
Обладает емкостью С, измеряемой в фарадах (Ф). 

+

_
j

+

_
е

а б 

jе

Rвн

Rвн

а б 

Рис. 1.2 Рис. 1.3 

C R L

Рис. 1.4
а б в 
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Элементы электрических цепей различным образом соединяют между 
собой. 

В реальных электрических цепях есть реальные резисторы, индуктив-
ные катушки и конденсаторы. В схемы замещения реальных деталей входят 
все три идеальных элемента, но количественно значения их параметров су-
щественно различны. 

Рассмотрим схему замещения реальной 
индуктивной катушки, которую содержат 
большинство электротехнических устройств. 
Индуктивная катушка греется, что учитывает 
резистивный элемент (рис. 1.5), в ней наво-
дится ЭДС (индуктивный элемент). Емкост-
ный элемент учитывает энергию  
электрических полей между витками. 

 

44..  ГГееооммееттррииччеессккииее  ээллееммееннттыы  ссххеемм  ззааммеещщеенниияя  
 
Ветвь – часть электрической схемы, состоящая из одного или не-

скольких последовательно соединенных источников и приемников энергии, 
ток в которых один и тот же. 

Можно сформулировать короче. Ветвь – участок схемы с одним током. 
Ветви могут быть активными, содержащими источники энергии, и пас-

сивными, состоящими из одних приемников. 
Узел – это точка в схеме, где сходятся не менее трех ветвей. Тогда 

ветвь – участок схемы от одного узла до другого узла. 
Контур – любой замкнутый по ветвям схемы путь. Схема может 

быть одноконтурной (рис. 1.6) и многоконтурный (рис. 1.7). 
 

 
Подумайте, сколько узлов, активных и пассивных ветвей, а также кон-

туров в схеме рис. 1.7. 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Какое явление называется электрическим током? 

e R

Рис. 1.6 

R R 

R R 

R

R e 
Рис. 1.7

L 

C 

R 

Рис. 1.5 
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2. Ток какой величины опасен для жизни? 
3. Каково определение напряжения? 
4. Что понимают под мощностью? 
5. Какие идеальные источники энергии вы знаете? 
6. Чем они принципиально отличаются друг от друга? 
7. Что учитывают приемные элементы схемы замещения? 
8. Что назвали ветвью? 
9. Что понимают под контуром схемы замещения? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  22  
ООССННООВВННЫЫЕЕ  ЗЗААККООННЫЫ  ЛЛИИННЕЕЙЙННЫЫХХ    

ЭЭЛЛЕЕККТТРРИИЧЧЕЕССККИИХХ  ЦЦЕЕППЕЕЙЙ  ППООССТТООЯЯННННООГГОО  ТТООККАА  
 

План лекции 
 

1. Закон Ома 
2. Первый закон Кирхгофа 
3. Второй закон Кирхгофа 
4. Закон Ома для активной цепи 
5. Баланс мощностей 

 
В схемах замещения цепей постоянного тока только один вид прием-

ников: резистивный элемент. Все электрические величины обозначают за-
главными буквами: I, U, E, кроме тока источника тока, который обозначают 
буквой J. Линейные электрические цепи состоят из линейных элементов, па-
раметры которых не зависят от тока и напряжения. 

 
11..  ЗЗааккоонн  ООммаа  

 
В настоящее время под законом Ома понимают все соотношения, свя-

зывающие между собой напряжение и ток. По закону Ома напряжение на ре-
зистивном элементе пропорционально току в нем. Коэффициент пропорцио-
нальности назван сопротивлением: RIU R = . Закон Ома можно сформулиро-
вать и относительно тока: 

 

UGI = ,  

где G  – проводимость, величина, обратная сопротивлению ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

R
G 1 . 

Проводимость измеряют в сименсах (См). 
Геометрической интерпретацией закона Ома 

является вольт-амперная характеристика (ВАХ). 
Для линейного элемента она имеет вид прямой ли-
нии (рис. 2.1). 

В 1802 г. профессор физики Петербургской 
медико-хирургической академии, академик В. В. 
Петров впервые установил зависимость тока в про-
воднике от площади поперечного сечения провод-
ника. Он первым ввел термин «сопротивление». 

I

U 

Рис. 2.1
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В. В. Петрова можно считать первым русским электротехником,  
так как им впервые была показана и доказана возможность практического 
применения электричества для целей освещения. Свои разнообразные опыты 
В. В. Петров подробно описал в книге «Известие о гальвани-вольтовских 
опытах», которая вышла в С.-Петербурге в 1803 г. Это была первая книга на 
русском языке, посвященная исследованиям явлений электрического тока. 

В 1821 г. англичанин Х. Дэви установил, что проводимость проводника 
зависит от материала и температуры. 

В 1820–1825 г. г. немецкий физик Георг Симон Ом более глубоко ис-
следовал эти явления и сформулировал свой закон. 

22.. ППееррввыыйй  ззааккоонн  ККииррххггооффаа

Первый закон Кирхгофа сформулирован для узла. Узел – это точка в 
схеме, где сходятся не менее трех ветвей. При использовании ЭВМ для ввода 
исходных данных узлами выделяют каждый элемент схемы замещения. Эти 
узлы называют ложными или устранимыми. В дальнейшем речь будет идти о 
неустранимых узлах. 

Алгебраическая сумма токов в узле равна нулю: 

∑
=

=
n

j
jI

1
0. 

Правило знаков: токи, одинаково направленные относительно узла, за-
писывают с одинаковыми знаками. 

33.. ВВттоорроойй  ззааккоонн  ККииррххггооффаа

Второй закон Кирхгофа относится к контуру. Алгебраическая сумма 
напряжений  на приемниках в любом контуре равна алгебраической сумме 
ЭДС, действующих в этом же контуре:  
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С учетом закона Ома 
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k

p

i
ikk EIR  

Правило знаков: со знаком плюс записывают напряжения и ЭДС, на-
правления которых совпадают с выбранным направлением обхода контура. 
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В 1845 г. Густав Роберт Кирхгоф, будучи студентом, написал работу, в 
примечании к которой были сформулированы два закона, являющиеся фун-
даментальными законами теоретической электротехники. Они были выведе-
ны в результате опытов. 

 
44..  ЗЗааккоонн  ООммаа  ддлляя  ааккттииввнноойй  ввееттввии  

 
Активная ветвь, названная так из-за наличия источника ЭДС, изобра-

жена на рис. 2.2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Между выходными зажимами ветви возникает напряжение abU . Ин-

дексация показывает направление ко второму индексу. Напряжение – это 
разность потенциалов между двумя точками, т. е. baab VVU −= .  

Определим потенциал точки a, исходя из потенциала bV . Рассчитаем 
изменение потенциала промежуточной точки с (рис. 2.2) по сравнению с bV . 
Между точками b и c расположен источник ЭДС, поэтому потенциал точки с 
отличается от потенциала точки b на величину Е. Стрелка источника показы-
вает направление увеличения потенциала. Следовательно, потенциал точки  с 
ниже потенциала точки b. Между точками с и а находится резистор сопро-
тивлением R. Потенциал aV  отличается от потенциала cV  величиной напря-
жения на резисторе RI .  Ток направлен от большего потенциала к меньшему, 
поэтому потенциал aV  выше потенциала cV . 

Таким образом 
 

,RIEVV ba +−=  
 

.RIEVV ba +−=−  

Но abba UVV =− , т. е. IREUab +−= . 
Можно определить напряжение между двумя любыми точками, рас-

считав изменение потенциалов между ними. При этом нужно вести расчет в 
сторону увеличения потенциала, т. е. от второго индекса напряжения к пер-
вому. 

Решим уравнение относительно тока: 
 

R _ca b
E

+

U ab

I

Рис. 2.2
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( ),EUG
R

EUI ab
ab +=

+
=  

где 
R

G 1
=  – проводимость ветви. 

Это выражение называют законом Ома для активной ветви. 
Последнее выражение можно составить исходя из следующих рассуж-

дений. Для появления тока в ветви (рис. 2.2) есть два условия: наличие раз-
ности потенциалов между концами ветви и действие источника ЭДС. Если 
направления ЭДС и напряжения аbU  совпадают с направлением тока, они 
способствуют его появлению и должны быть записаны в уравнение со знаком 
плюс. В противном случае – со знаком минус. Рассуждая таким образом, по-
лучим для тока ветви прежнее выражение. 

 
55..  ББааллааннсс  ммоощщннооссттеейй  

 
Баланс мощностей – это интерпретация  закона сохранения энергии в 

электротехнике. 
Мощность генераторов энергии в электрической цепи  равна мощности  

потребителей: нг РP = , причем  

j
m

j
j

n

i
ii JUIEР ∑∑

==
+=

11
г , 

где i
n

i
i IE∑

=1
– мощность источников ЭДС; j

m

j
j JU∑

=1
 – мощность источников то-

ка; jJ  – токи источников тока; jU  – напряжения на зажимах источников то-
ка. 
 

Эти суммы алгебраические. Источник может как вырабатывать, так и 
потреблять электрическую энергию (заряд аккумулятора). 

Если направления ЭДС и тока через источник ЭДС совпадают, мощ-
ность источника записывают в уравнении баланса мощностей с положитель-
ным знаком. Он работает в режиме генератора.  

При противоположных направлениях ЭДС и тока мощность в уравне-
нии баланса учитывают с отрицательным знаком (режим потребителя). 

Определение знака мощности источника тока поясняет рис. 2.3, на ко-
тором показана разметка зажимов источника тока, вырабатывающего (а) или 
потребляющего (б) электрическую энергию. 

Ток внI  и напряжение U направлены в сторону уменьшения потенциа-
ла, что и позволяет разметить зажимы источника. 

Мощность потребителей (нагрузок) 
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Эта сумма арифметическая. 

 
Погрешность расчета не должна превышать (1–3) %.  
В некоторых случаях для упрощения расчетов токов рационально за-

менить источники тока эквивалентными источниками ЭДС или сделать об-
ратное преобразование. 

У идеального источника ЭДС (идеального источника напряжения – 
ИИН) напряжение на зажимах не зависит от изменения нагрузки и равно  
ЭДС Е. Напряжение на зажимах реального источника ЭДС (РИН) меньше Е 
на величину падения напряжения на резисторе, учитывающем внутреннее 
сопротивление источника, т. е.  

 
IREUab вн−= . 

 
Ток идеального источника тока (ИИТ) не меняется при изменении на-

грузки. У реального источника тока (РИТ) ток приемника связан с напряже-
нием на зажимах источника тока следующей зависимостью: 

 
abUGJI вн−= . 

 
Внешние вольт-амперные характеристики реальных источников ЭДС и 

тока аналогичны, поэтому возможна замена источника электрической энер-
гии одного типа другим. Чтобы замена была эквивалентной, уравнения 
внешних ВАХ для источников должны быть одинаковыми. 

Замена источников будет эквивалентной, если  
 

JRE вн= ;  
внR
EJ = ;  

вн
вн

1
R

G = ;  
вн

вн
1

G
R = . 

 

Рис. 2.3
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Воспользовавшись последними соотношениями  можно заменить ис-
точник тока эквивалентным источником ЭДС или сделать обратное преобра-
зование. 

Следует учесть, что эквивалентные источники энергии должны быть 
одинаково направлены относительно соответствующих узловых точек.  

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Сформулируйте первый закон Кирхгофа. Назовите правило знаков. 
2. Сформулируйте второй закон Кирхгофа. Назовите правило знаков. 
3. Какие электрические величины можно вычислить с помощью закона 

Ома для активной ветви? 
4. Для чего используют баланс мощностей? 
5. Сформулируйте баланс мощностей. 
6. Как определить, в каком режиме работает источник энергии? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  33  
ММЕЕТТООДДЫЫ    РРААССЧЧЕЕТТАА    ТТООККООВВ  

 
План лекции 

 
1. Метод непосредственного использования законов Кирхгофа 
2. Метод узловых потенциалов 
3. Метод напряжения между двумя узлами 
4. Метод эквивалентных преобразований схем с последовательно-
параллельным соединением приемников 

 
11..  ММееттоодд  ннееппооссррееддссттввееннннооггоо  ииссппооллььззоовваанниияя  ззааккоонноовв  ККииррххггооффаа  

 
Предварительно нужно выявить в схеме узлы и ветви. Ветвь – участок 

с одним током между двумя узлами. В схеме столько токов, сколько ветвей. 
Направления их указывают произвольно. 

Число уравнений должно быть минимальным, но достаточным и рав-
ным числу неизвестных токов, т. е. Jmm − , где m  – общее число ветвей в 
схеме; Jm  – число ветвей с источниками тока. 

По первому закону Кирхгофа составляют 1−n  уравнение, где n  – чис-
ло узлов схемы. В этих уравнениях учитывают и токи источников тока. При 
подготовке данных для ввода в ЭВМ известные величины записывают справа 
от знака равенства. Поэтому первый закон Кирхгофа формулируют следую-
щим образом: 

∑ ∑= JI , 
 
где ∑ I  – алгебраическая сумма неизвестных токов ветвей в узле; ∑ J  – ал-
гебраическая сумма токов источников тока, присоединенных к этому же уз-
лу. 

Недостающие уравнения дописывают по второму закону Кирхгофа. 
Уравнения по второму закону Кирхгофа составляют для контуров, не содер-
жащих источников тока. 

Рассмотрим применение метода для схемы рис. 3.1. Нужно определить 
все токи, если известны значения .R,R,R,E,EJ, 32131  
 

Решение 
1. Выявим узлы (а и b) и ветви.  
2. Направим токи 321 I,I,I . Ток источника тока уже обозначен и извес-

тен. 
3. Определим число расчетных уравнений: 

 
314 =−=− Jmm . 
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4. Составим ( ) 1121 =−=−n  уравнение по первому закону Кирхгофа: 
 

0321 =−−+ IIIJ  
 
либо                                            J321 −=−− III . 
 

5. Дописываем два недостающих уравнения по второму закону Кирх-
гофа. Рекомендуют составлять  уравнения для «главных», не содержащих в 
себе других контуров. Направление обхода разных контуров может быть раз-
ным. 

Выберем направление обхода контуров по часовой стрелке. Тогда 
 

121 EUU =+ ; 
 

2 3 3U U E− + = . 
 

Подставив выражения напряжений по закону Ома, получим следую-
щую систему уравнений: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−

=+

−=−−

.EIRIR

;EIRIR

J;III

33322

12211

321

 

 
6. Решением системы находим токи. 
Систему уравнений по законам Кирхгофа можно записать в матричной 

форме следующим образом:  
 

[ ] [ ] [ ],FIa =⋅  

J

I1

R1

I2

R 2

I 3 

R 3 

E 3 E1

b

a

Рис. 3.1
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где [ ]a  – квадратная матрица коэффициентов; [ ]I  – матрица-столбец неиз-
вестных токов ветвей; [ ]F  – матрица-столбец активных параметров, которы-
ми являются токи источников тока и ЭДС. 
 

Уравнения в системе не однотипны, так как записаны на основании 
двух разных законов. В уравнениях по первому закону Кирхгофа коэффици-
енты ija  безразмерны и могут принимать значения 1±  или 0. В правой части 

∑= JFj . 
В уравнениях по второму закону Кирхгофа коэффициенты ija  имеют 

размерность сопротивления, ∑= EFi . Если j  – ветвь входит в i -тый кон-
тур, для которого составлено уравнение, то ijij Ra ±= , не входит – 0=ija . 

Для рассмотренного примера 
 

[ ]
32

21
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0
111

RR
RRa

−

−−
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Расчет по законам Кирхгофа является универсальным, но громоздким. 

Поэтому на его основе разработаны методы, позволяющие упростить реше-
ние. 

 
22..  ММееттоодд  ууззллооввыыхх  ппооттееннццииааллоовв  

 
В качестве промежуточных неизвестных  принимают потенциалы уз-

лов. 
Потенциал – функция многозначная, поэтому потенциал  одного из уз-

лов принимают равным нулю. Рационально заземлять узел, в котором схо-
дится максимальное число ветвей. 

Уравнения составляют на основании первого закона Кирхгофа. В них 
подставляют значения токов, выраженные по закону Ома для активной и пас-
сивной ветвей. Число уравнений равно числу незаземленных узлов. Систему 
можно записать в трафаретном виде: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−−−

=−−−+−
=−−−−
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где 11G , 22G , ..., mmG  – собственные проводимости узлов, равные сумме про-
водимостей ветвей, соединяющихся в соответствующем узле; 12G , 21G ,  

13G , ... – общие проводимости между двумя узлами, равные сумме проводи-
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мостей ветвей, соединяющих эти узлы; 11J , 22J , ..., mmJ  – узловые токи, рав-
ные алгебраической сумме произведений проводимостей активных ветвей на 
ЭДС этих ветвей и токов источников тока, соединяющихся в этом узле. 

 
С положительным знаком берут ЭДС и токи, направленные к узлу. 
 

 
Составим систему уравнений для схемы на рис. 3.2: 
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Решением системы уравнений определим потенциалы узлов. Затем рас-

считаем токи ветвей  по закону Ома: 
 

)EV(G)EV(VGI 11111411 +−=+−= , так как 04 =V ; 
122 VGI −= ; )EV(VGI 32133 −−= ; )EV(GI 4344 +−= ; 

)V(VGI 3255 −= ; )EV(VGI 63266 −−= . 
 

33..  ММееттоодд  ннааппрряяжжеенниияя  ммеежжддуу  ддввууммяя  ууззллааммии  
 
Этот метод является частным случаем метода узловых потенциалов и 

применим для схемы с двумя узлами. 
Так как потенциал одного из узлов принимают равным нулю, то потен-

циал второго узла равен напряжению между этими узлами. 

Если принять 02 =V , то трафаретная система даёт одно уравнение: 
 

,JVG 11111 = где 121 UV = . 
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Рис. 3.2



ЛЕКЦИЯ 3. МЕТОДЫ  РАСЧЕТА  ТОКОВ 
3. Метод напряжения между двумя узлами 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -26- 
 

Формулу для определения напряжения между двумя узлами в общем 
виде можно записать следующим образом: 
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где −iG  проводимости ветвей; −n  число ветвей, содержащих источники 
ЭДС с отличными от нуля проводимостями; −m  число ветвей, содержащих 
источники тока;  −l  число ветвей без источников тока. 

 
Число слагаемых в числителе равно числу активных ветвей. С положи-

тельным знаком записывают Е  и J , направленные к первому в индексе на-
пряжения узлу. 

Сумма в знаменателе формулы – арифметическая. 
Вычислив напряжение между двумя узлами, по закону Ома для ветви 

находят токи. 
 

44..  ММееттоодд  ээккввииввааллееннттнныыхх  ппррееооббррааззоовваанниийй  ссххеемм    
сс  ппооссллееддооввааттееллььнноо--ппааррааллллееллььнныымм  ссооееддииннееннииеемм  ппррииееммннииккоовв  
 
Метод эквивалентных преобразований применяют как самостоятель-

ный для расчета токов в схемах с одним источником энергии и несколькими 
приемниками. Его можно использовать и для упрощения частей сложной 
схемы при расчетах другими методами. 

Все приемники заменяют одним с эквивалентным сопротивлением. 
При этом токи и напряжения в частях схемы, не затронутых преобразовани-
ем, должны оставаться неизменными. 

Находят токи в свернутой схеме. Затем возвращаются к исходной схе-
ме с определением остальных токов. 

Преобразование схемы проводят постепенно, рассматривая участки с 
последовательными и параллельными соединениями приемников. Предвари-
тельно нужно выявить узлы и ветви. Элементы, принадлежащие одной ветви, 
соединены между собой последовательно. В них один ток. Эквивалентное 
сопротивление последовательно соединенных резисторов равно сумме их со-
противлений: 

 

∑
=

=
n

i
iRR

1
э . 

 
При параллельном соединении элементы схемы замещения находятся 

под одним напряжением и соединены между собой двумя выходными зажи-
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мами. Эквивалентная проводимость параллельно соединенных резисторов 
равна сумме их проводимостей: 

 

∑
=

=
n

i iRR 1э

11 . 

 

В свернутой схеме ток определяют по закону Ома: 
эR

EI = . 

При возвращении к исходной схеме с определением остальных токов 
удобно пользоваться формулой для определения тока в одной из двух парал-
лельно соединенных пассивных ветвей. 

Ток в одной из двух параллельно соединенных пассивных ветвей про-
порционален току в неразветвленной части схемы. В числителе коэффициен-
та пропорциональности записывают сопротивление другой пассивной ветви, 
в знаменателе – сумму сопротивлений двух пассивных ветвей. 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Чему равно минимальное и достаточное число уравнений в системе, 

составленной по законам Кирхгофа? 
2. Сколько уравнений составляют по первому закону Кирхгофа? 
3. Чему равно число уравнений в системе для определения потенциалов 

узлов? 
4. Что назвали узловым током? 
5. Для расчета каких схем метод эквивалентных преобразований можно 

использовать как самостоятельный? 
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люсниками 
2. Метод наложения 
3. Метод эквивалентного генератора 
 

11..  ММееттоодд  ээккввииввааллееннттнныыхх  ппррееооббррааззоовваанниийй  
  ддлляя  рраассччееттаа  ссххеемм  сс  ттррееххппооллююссннииккааммии  

 
Если схема не содержит последовательные и параллельные соединения 

резисторов, необходимо соединение треугольником (рис. 4.1, а), заменить 
эквивалентной ему звездой (рис. 4.1, б) или выполнить обратную замену. 

 

 
 

Структура формул эквивалентных преобразований проста для запоми-
нания: 

CABCAB

CAAB
A RRR

RRR
++

⋅
= ; 

CABCAB

ABBC
B RRR

RRR
++

⋅
= ; 

САBCAB

BCCA
C RRR

RRR
++

⋅
= ; 

C

BA
BAAB R

RRRRR ⋅
++= ; 

A

CB
CBBC R

RR
RRR

⋅
++= ; 

B

AC
ACCA R

RRRRR ⋅
++= . 

После преобразования резисторы в схеме соединены последовательно-
параллельно, их можно заменить одним с эквивалентным сопротивлением. 

 

Рис. 4.1

R ABRCA

RBC 

A

C B

а 
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22..  ММееттоодд  ннааллоожжеенниияя  
 
Метод наложения основан на принципе независимости действия ис-

точников энергии. Ток в любой ветви схемы равен алгебраической сумме то-
ков, возникающих в этой ветви под действием каждого отдельно работающе-
го источника. 

Схему делят на столько подсхем, сколько источников энергии. В каж-
дой подсхеме оставляют только один источник, остальные источники ЭДС 
закорачивают, источники тока – разрывают. 

Приемники во всех подсхемах остаются неизменными. 
Токи в подсхемах ищут методом эквивалентных преобразований. 
Токи в схеме вычисляют алгебраическим суммированием токов в под-

схемах. 
Метод наложения рационально применять, если в схеме не больше 

трех источников энергии. 
Рассмотрим применение метода на конкретном примере.  

 
Пример. Вычислить токи в схеме 

рис. 4.2, если известны значения ЭДС 
источников и сопротивления  всех ре-
зисторов. 

Решение 
1. Выявим узлы (1, 2), ветви, на-

правим токи. 
2. Разобьем схему на две подсхе-

мы (рис. 4.3, а, б). 
 

 

 
 
3. Выявим узлы и ветви в первой подсхеме. Ток 1I ′  появляется в источ-

нике ЭДС, затем в узле 1 разветвляется на токи 2I ′  и 3I ′ . Направления токов 
нужно указывать правильно. В подсхеме нет ветвей, содержащих больше од-
ного резистора, т. е. нет последовательных соединений. Резисторы с сопро-

Рис. 4.3
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тивлениями 2R  и 3R  соединены параллельно. Их можно заменить одним ре-

зистором с эквивалентным сопротивлением 
32

32
23 RR

RRR
+
⋅

= . 

После этого преобразования схема превращается в последовательное 
соединение с 231э RRR +=′ . 

В свернутой схеме ток 1I ′ , который вычислим по закону Ома: 
 

э

1
1 R

EI
′

=′ . 

 
Ток 2I ′  найдем по формуле разброса: 
 

1
32

3
2 I

RR
RI ′⋅
+

=′ . 

Ток 3I ′  можно определить с помощью первого закона Кирхгофа: 
 

213 III ′−′=′ . 
 

4. Выявим узлы и ветви во второй подсхеме, правильно направим токи. 

Эквивалентное сопротивление второй подсхемы 
21

21
3э RR

RRRR
+
⋅

+=′′ . 

В свернутой схеме ток 3I ′′ , который найдем по закону Ома: 
 

э

3
3 R

EI
′′

=′′ . 

 
Ток 2I ′′  вычислим для разнообразия с помощью уравнения по второму 

закону Кирхгофа: 
33322 EIRIR =′′+′′ . 

 
Отсюда 

2

333
2 R

IREI
′′−

=′′ . 

Ток 1I ′′  определим посредством первого закона Кирхгофа: 
 

231 III ′′−′′=′′ . 
 

5. Определим токи в исходной схеме алгебраическим суммированием 
токов в подсхемах (наложением подсхем): 

 

111 III ′′−′= ;  222 III ′′+′= ;  333 III ′′+′−= . 
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33..  ММееттоодд  ээккввииввааллееннттннооггоо  ггееннееррааттоорраа  
 
Этот метод дает возможность вычислить ток только одной ветви схе-

мы. Его можно использовать и при необходимости заменить часть схемы эк-
вивалентной ей ветвью. Суть расчета заключается в замене сложной разветв-
ленной схемы эквивалентной ей одноконтурной с подлежащим определению 
током.  

Прежде всего схему разбивают на две части: резистор сопротивле- 
нием nR  (ток в котором nI  нужно вычислить) и всю остальную часть схемы, 
которая будет питать этот резистор. Эта часть схемы является активным 
двухполюсником (рис. 4.4). 

Любой активный двухполюсник можно заменить эквивалентным ему 
генератором (рис. 4.5). ЭДС генератора равна напряжению между зажимами  
а и b активного двухполюсника в режиме холостого хода. Внутреннее сопро-
тивление генератора равно эквивалентному сопротивлению пассивного 
двухполюсника относительно входных зажимов. Пассивный двухполюсник 
получают из активного, закорачивая идеальные источники ЭДС и разрывая 
идеальные источники тока. 

 
Таким образом, исходную схему произвольной конфигурации можно 

заменить одноконтурной, а расчетный ток вычислить по следующей форму-
ле: 

 

nn
n RR

U
RR

EI
+

=
+

=
г

хх

г

г . 

 
Пример. Вычислим ток 4I  в схеме, представленной на рис. 4.6.  

Решение 
1. Делим схему на две части: резистор сопротивлением 4R  и активный 

двухполюсник, который заменим эквивалентным ему генератором. Для этого 
нужно определить ххг UE =  и гR . 

2. Рисуем схему активного двухполюсника в режиме холостого хода 
(рис. 4.7). В схеме два тока 1хI  и 2хI , замыкающихся по контурам. 
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3. Запишем выражение для определения напряжения ххU , рассчитав 
изменение потенциалов между точками b и а: 
 

1х1136хх IREEEU +−−= . 
 

 
 

4. Найдем ток 1хI  из уравнения по второму закону Кирхгофа: 
 

211х21х1 EEIRIR −=+ . 

Отсюда  
21

21
1х RR

EEI
+
−

= . 

 
5. В схеме пассивного двухполюс-

ника (см. рис. 4.8) резистор сопротивле-
нием 5R  закорочен. Очевидно, что экви-
валентное сопротивление относительно 
входных зажимов а и b равно: 

3
21

21
г R

RR
RRR +

+
⋅

= . 
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6. Вычислим ток 4I  по формуле: 
 

4г

хх

4г

г
4 RR

U
RR

EI
+

=
+

= . 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. На чем основан расчет методом наложения? 
2. На сколько подсхем делят исходную схему? 
3. Каким методом вычисляют токи в подсхемах? 
4. Как находят токи в исходной схеме? 
5. Чем метод эквивалентного генератора отличается от всех остальных 

методов расчетов? 
6. В чем суть метода эквивалентного генератора? 
7. Чему равна ЭДС эквивалентного генератора? 
8. Чему равно сопротивление эквивалентного генератора? 
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План лекции 
 

1. Преимущества переменного тока 
2. Способы представления гармонических функций 
3. Действующие и средние значения гармонических величин 
 

11..  ППррееииммуущщеессттвваа  ппееррееммееннннооггоо  ттооккаа  
 
Поддается трансформации, отсюда возможность передачи на большие 

расстояния. 
Производство переменного тока просто и рационально. 
Потребитель при переменном токе легче решает вопросы преобразова-

ния электрической энергии в механическую. 
Преимущества синусоидальной формы кривых тока и напряжения пе-

ред другими периодическими формами: 
форма кривых после трансформации не меняется; 
величины меняются плавно, нет перенапряжений, толчков тока, кото-

рые недопустимы в энергетике. 
 

22..  ССппооссооббыы  ппррееддссттааввллеенниияя  ггааррммооннииччеессккиихх  ффууннккцциийй  
 
Существует несколько способов представления гармонических функ-

ций. 
1. Графическое изображение – синусоида (рис.5.1). 

 

 
 
Значение переменной величины в данный момент называют мгновен-

ным. Мгновенные значения обозначают строчными буквами i, u, e. 

t

i 

Рис. 5.1
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Наименьший промежуток времени, через который мгновенные значе-
ния повторяются, называют периодом Т: 

 
.T)i(ti(t) +=  

 
Период – время одного полного колебания. 
Величину, обратную периоду, называют частотой f: 
 

.
T

f 1
=  

 
Частота – число полных колебаний в единицу времени: 
 

[ ] === −1с
с
1f  Гц. 

 
Промышленная частота в России – 50 Гц, в США, Японии – 60 Гц. Бы-

ла выбрана частота, которая представлялась оптимальной. Нижний предел 
определяли требованиями освещения (чтобы не были заметны отключения 
при нулевых значениях тока), верхний – требуемой скоростью вращения ва-
лов электродвигателей, которая пропорциональна частоте. В настоящее вре-
мя такие значения частоты признаны неудачными. При увеличении частоты 
уменьшаются вес и габариты оборудования. На переход к другой частоте по-
всеместно нет материальных ресурсов. Когда необходимо уменьшить вес и 
габариты устройств, используют преобразователи  частоты (на лесоповале 
для питания используют напряжение частотой 400 Гц) или автономные ис-
точники (в самолетах напряжение частотой несколько тысяч Гц). 

2. Изображение тригонометрическими функциями. 
Мгновенные значения электрических величин являются синусоидаль-

ными функциями времени: 
 

( )im tIi ψωsin += ; 
 
( )um tUu ψωsin += ; 

 
( )em tEe ψωsin += , 

 
где i, u, e  – мгновенные значения; mmm E,U,I  – максимальные (амплитудные) 
значения (см. рис. 5.1); ψ)(ω +t  – фаза колебания, характеризующая развитие 
процесса во времени; tω  – текущий угол, который отсчитывают от начала 

отсчета времени; 
T

f 2π2πω ==  – угловая циклическая частота, определяю-

щая скорость изменения фазы; ψ  – начальная фаза. Это угол, определяющий 
значение функции в начальный момент времени. 
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Начальная фаза может быть положительной и отрицательной. У сину-
соиды, изображенной на рис. 5.1, начальная фаза 0ψ = . 

Положительную начальную фазу откладывают влево от начала коорди-
нат (см. ток 1i  на рис. 5.2), отрицательную – вправо (см. ток 2i  на рис. 5.2). 

 
 

 
 

Между токами 1i  и 2i  есть сдвиг по фазе. При заданных начальных фа-
зах фазовый сдвиг остается величиной постоянной. 

Угол сдвига фаз напряжения и тока, равный ψ ψu i− , является важней-
шей характеристикой электрической цепи. Если угол 0=ϕ , напряжение и 
ток совпадают по фазе. 

3. Изображение вращающимися векторами. 
Непосредственные математические действия с синусоидальными вели-

чинами весьма трудоемки.  
Любую синусоиду можно изобразить вектором, вращающимся против 

часовой стрелки со скоростью ω  (рис. 5.3). 
 

 
 
Вектор изображают в начальный момент времени 0)( =t . Тогда фаза 

колебания ψψ)(ω =+t . Длина вектора в масштабе выражает амплитудное 

ω t

i

ψ 
1 

ψ 
2 

i 1
i 2

Рис. 5.2

0

I
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x

m

ω 

ψ

i 0

ω t
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Рис. 5.3 
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значение величины. Вращающиеся векторы обозначают заглавной буквой с 
точкой над ней. 

 
Вертикальная проекция вектора определяет мгновенное значение тока 

при 0=t : ψsin0 mIi = . 
При вращении с одинаковой скоростью все векторы взаимно непод-

вижны. 
Совокупность векторов, отображающих процесс в цепи, называют век-

торной диаграммой. 
Применение вращающихся векторов позволяет заменить тригономет-

рические и графические действия над мгновенными значениями  действиями 
над вращающимися векторами. Но векторные диаграммы дают только гра-
фическое решение задачи. 

4. Изображение комплексными числами. 
Для аналитического решения плоскость координат XOY заменим ком-

плексной плоскостью (рис. 5.4). 
Так как буквой i в электротехниче-

ских дисциплинах обозначают ток, то 
мнимую единицу обозначают буквой 

1−=j . 
Вектору на комплексной плоскости  

можно сопоставить комплексное число: 
 

.e ψj
mm II =�  

 
Величину характеризуют модулем комплекса mI , положение на ком-

плексной плоскости – аргументом комплекса ψ . 
Такую форму записи комплексного числа в математике называют пока-

зательной. Ее можно использовать для умножения и деления комплексных 
чисел. 

Складывать и вычитать в такой форме записи нельзя, переходят к так 
называемой алгебраической форме. Для этого раскладывают вектор на про-
екции по осям координат: действительную mI ′  и мнимую mIj ′′ : .mmm IjII ′′+′=�  

Переход от одной формы записи к другой делают по формулам, полу-
ченным из решения треугольника (см. рис. 5.4): 

 

( ) ( )22
mmm III ′′+′= ; 

m

m
I
I
′
′′

= arctgψ ; 

ψcos⋅=′ mm II ; ψsin⋅=′′ mm II . 
Метод расчета цепей синусоидального тока при помощи комплексных 

чисел называют символическим. 
 
  

+j 

I m 

ψ 

I m

+
0 

Рис. 5.4 

mIj ′′  
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33..  ДДееййссттввууюющщииее  ии  ссррееддннииее  ззннааччеенниияя  ггааррммооннииччеессккиихх  ввееллииччиинн  
 
1. Действующие значения 
По тепловому действию сравнивают синусоидальный ток с постоян-

ным.  
Постоянный ток подбирают таким, чтобы за одинаковое количество 

времени выделялось одинаковое количество тепла: 
 

iI QQ = ; 
 

TRIQ 2
1 24,0= , ∫=

T

i tiRQ
0

2d24,0 . 

 

Отсюда 

∫=
T

ti
T

I
0

2 d1 . 

 
Действующим значением тока считают такой постоянный ток, который 

производит тот же тепловой эффект, что и реальный переменный ток. 
Примем начальную фазу iψ  для простоты равной нулю. Тогда 

tωsinmIi = . 
Действующее значение тока 
 

m
m

T

m IIttI
T

I 0,707
2

dωsin1

0

22 === ∫ . 

 

Аналогично m
m U,

U
U 7070

2
== ;  m

m E,
E

E 7070
2

== . 

 
Так как действие переменного тока характеризует действующие значе-

ния, то на векторных диаграммах принято изображать векторы действующих, 
а не максимальных значений. 

Действующие значения токов и напряжений показывают амперметры и 
вольтметры электромагнитной и электродинамической систем. 

2. Средние значения 
В общем случае среднее значение – это среднее значение за период: 
 

∫=
T

ti
T

I
0

ср d1 . 

Но для синусоидальной величины это выражение равно нулю. Поэтому сред-
нее значение определяют для половины периода: 
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mm

T T

m I,I
π

ttωI
T

ti
T

I 63702dsin2d2 2

0

2

0
ср ==== ∫ ∫ . 

 

Аналогично mm UUU 0,637
π
2

ср == ;  mm EEE 0,637
π
2

ср == . 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. В чем преимущества переменного тока? 
2. Почему выбрали синусоидальную форму изменения тока и напряже-

ния? 
3. В какую сторону от начала координат смещена синусоида при поло-

жительной начальной фазе? 
4. Какой физический смысл имеет угловая циклическая частота? 
5. Какой буквой обозначают угол сдвига фаз напряжения и тока? 
6. Какие формулы записи комплексных чисел вы знаете? 
7. Что характеризуют модуль и аргумент комплекса? 
8. Что понимают под действующим значением переменного тока? 
9. Как связаны максимальное и действующее значения синусоидальных 

электрических величин? 
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ППРРИИЕЕММННИИККИИ  ВВ  ССХХЕЕММААХХ  ЗЗААММЕЕЩЩЕЕННИИЯЯ  ЦЦЕЕППЕЕЙЙ  

ССИИННУУССООИИДДААЛЛЬЬННООГГОО  ТТООККАА  
 

План лекции 
 

1. Идеальный резистор или резистивный элемент 
2. Индуктивный элемент либо идеальная индуктивная катушка 
3. Идеальный конденсатор либо емкостный элемент 
 

11..  ИИддееааллььнныыйй  ррееззииссттоорр  ллииббоо  ррееззииссттииввнныыйй  ээллееммееннтт  
 
Резистивный элемент (рис. 6.1) обладает сопротивлением R, которое 

измеряют в омах (Ом). Закон Ома для мгновенных значений: iRuR = . Если 
( )im tIi ψωsin += , ( )imR tIRu ψωsin += . 

Отсюда можно сделать выводы: 
1. При синусоидальном токе напряжение на резистив-

ном элементе изменяется тоже по синусоидальному закону. 
2. Ток и напряжение резистивного элемента совпадают 

по фазе. 
Проиллюстрируем эти выводы графиками: синусоидами (рис. 6.2, а) и 

векторной диаграммой (рис. 6.2, б). 
 

 
Перед знаком синуса записывают максимальное значение, т. е. 

 
mRm IRU = . 

 
Это закон Ома для максимальных значений. 
Если левую и правую части уравнения разделить на 2 , получим закон 

Ома для действующих значений:  
 

Рис. 6.2
ба 

i 

ω t

u 
R 

RU�  

I�

Ri 

u R

Рис. 6.1
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IRU R = . 
Закон Ома для комплексов действующих значений: 
 

IRU R
�� = . 

 
Мгновенная мощность – это произведение мгновенных значений на-

пряжения и тока: 
 

( ) ( )[ ] =+−
⋅

=+=⋅= i
mRm

imRmR tIUtIUiup ψωcos21
2

ψωsin2  

 
= ( )[ ]iR tIU ψωcos21 +−⋅ . 

 
Круговой косинус не может быть больше единицы, т. е. выражение в 

квадратной скобке не может быть меньше нуля.  
Выводы: Мгновенная мощность резистивного элемента всегда положи-

тельная и меняется с удвоенной частотой. 
Среднее значение мощности за период называют активной мощностью 

Р. Для резистивного элемента 
 

( )[ ] 2

0 0

1dψω2cos11d1 IRIUTIU
T

ttIU
T

tp
T

P RR

Т Т

iR =⋅==+−== ∫ ∫ . 

 
Обратите внимание: в формуле активной мощности фигурируют дей-

ствующие значения тока и напряжения. 
Измеряют активную мощность в ваттах (Вт). 
 

22..  ИИннддууккттииввнныыйй  ээллееммееннтт  ллииббоо  ииддееааллььннааяя  
  ииннддууккттииввннааяя  ккааттуушшккаа  

 
Ток индуктивного элемента (рис. 6.3)создает магнитный поток, направ-

ленный по оси катушки. Потокосцепление ψ  – это произведе-
ние числа витков катушки на магнитный поток: Φψ ⋅= W . 

Одинаковыми буквами могут быть обозначены разные 
физические величины. 

Индуктивный элемент учитывает ЭДС самоиндукции, 
которая пропорциональна скорости изменения потокосцепле-
ния и мешает этому изменению: 

 

t
W

t
eL d

dФ
d
dψ

−=−= . 
 

i L

u 
L

e L 

Рис. 6.3 
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Индуктивная катушка обладает индуктивностью. Индуктивность – это 
коэффициент, характеризующий способность тока создавать магнитный по-

ток: 
i

L
d
dψ

= . Индуктивность измеряют в генри (Гн) = сОм ⋅ . 

Можно записать iLddψ = . Тогда 
t
iLeL d

d
−= . Напряжение на индуктив-

ном элементе LL eu −= , т. е. 
t
iLuL d

d
= . 

Это закон Ома для мгновенных значений. 
Если ( )im tIi ψωsin += , напряжение ( ) =+= imL tILu ψωcosω  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

2
πψωsinω im tIL . 

Отсюда можно сделать выводы: 
1. При синусоидальном токе напряжение на индуктивном элементе то-

же синусоидально. 

2. Напряжение опережает по фазе ток на угол, равный 
2
π . 

Проиллюстрируем эти выводы графиками: синусоидами (рис. 6.4, а) и 
векторной диаграммой (рис. 6.4, б).  

 

 
 

Перед знаком синуса записывают максимальное значение, т. е. 
 

mLm ILU ω= . 
Если левую и правую части уравнения разделим на 2 , то получим за-

кон Ома для действующих значений: ILU L ω= . 
По аналогии с резистором для упрощения расчетов вводят понятие 

индуктивного сопротивления LX : ωLX L = . [ ] Ом.
с
1сОм =⋅⋅=LX  Тогда 

IXU LL ⋅= . 

U L 

I

Рис. 6.4  
ба 

ω t 

i 

uL
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Индуктивное сопротивление – это расчетное понятие, учитывающее 
ЭДС  самоиндукции. Частотная характеристика индуктивного сопротивления 
представлена на рис. 6.5. 

В цепи постоянного тока 0ω = ,  поэтому 
0ω == LX L . Вместо индуктивного элемента в схе-

ме замещения будет закоротка. 
Расчеты в цепях синусоидального тока делают 

символическим методом. Закон Ома для комплекс-
ных значений: 
 

°=== 902
π

ee j
L

j
LLL IXIXIXjU ���� . 

Умножение вектора на j или на 90e j °  означает 
его поворот на комплексной плоскости на угол °+ 90 . 

Мгновенная мощность индуктивного элемента 
 

( ) ( )iimLmL ttIUiup ψωsinψωcos +⋅+=⋅= . 
 

Умножим и разделим на 2: 
 

( ) ( ) ( ).ψωsin2ψωsinψω2cos
2 iLii

mLm tIUttIUp +⋅=+⋅+
⋅

=  

 
Отсюда следуют выводы: мощность меняется с удвоенной частотой и 

является знакопеременной.  
При 0>p  энергия от источника поступает в индуктивную катушку и 

запасается в ее магнитном поле. При 0<p  энергия возвращается в сеть. 

Активная мощность ∫ ==
T

tp
T

P
0

0d1 , так как мгновенная мощность ме-

няется по синусоидальному закону. 
Идеальная индуктивная катушка энергии не потребляет.  
Энергия магнитного поля индуктивного элемента: 
 

2
dddd

2iLiiLti
dt
diLtiutpW LM ==⋅=== ∫ ∫∫ ∫ . 

 
33..  ИИддееааллььнныыйй  ккооннддееннссааттоорр  ллииббоо  ееммккооссттнныыйй  ээллееммееннтт  

 
Емкостный элемент (рис. 6.6) обладает емкостью С, которую измеряют 

в фарадах .
Ом
сФ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =  

Из курса физики известно, что ,
d
d

t
qi =  а СuСq = . 

ω

Рис. 6.5

X L

i C

u C 

Рис. 6.6 
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Отсюда 
t

uCi C
d

d
= . 

Это закон Ома для мгновенных значений. 
Пусть напряжение ( ).ψωsin uСmC tUu +=   
 

Тогда ( ) .
2
πψωsinωψωcosω ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+= uСmuСm tUCtUCi  

Из полученного выражения можно сделать выводы: 
1. При синусоидальном токе напряжение на емкостном элементе тоже 

синусоидально. 
2. Напряжение на емкостном элементе отстает по фазе от тока на угол 

( ).90
2
π

°  

Эти выводы можно проиллюстрировать графиками: синусоидами  
(рис. 6.7, а) и векторной диаграммой (рис.6.7, б). 

 

 
 
Максимальное значение тока Cmm UCI ω= . Разделив обе части уравне-

ния на 2 , получим закон Ома для действующих значений: 
 

CUCI ω=   либо I.
C

UC ⋅=
ω

1  

По аналогии с резистором для упрощения расчетов вводят понятие ем-
костного сопротивления CХ : 

 

.
ω

1
С

ХC =  [ ] Ом.

с
1

Ом
с

1
=

⋅
=CХ  

 
Частотная характеристика емкостного сопро-

тивления приведена на рис. 6.8. В цепи постоянного 

U C 

I

Рис. 6.7 
ба

ω t

i

uC

ω

XC

Рис. 6.8
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тока ∞=CХ , конденсатор постоянный ток не пропускает. 
 

Напряжение IXU CC = . 
 
Закон Ома для комплексных значений: 
 

°−−
==−= 902 ee j

C

πj
CCC IXIXIXjU ���� . 

 

Умножение вектора на –j или на 90е j− °  означает его поворот на ком-
плексной плоскости на угол °− 90 . 

Мгновенная мощность емкостного элемента  
 

( ) ( ) =+⋅+== uumCmC ttIUiup ψωsinψωcos  
 

( ) ( ) ( ).ψωsin2ψωsinψω2cos
2 uCuu

mCm tIUttIU
+=++=  

 
Отсюда следуют выводы: мощность меняется с удвоенной частотой и 

является знакопеременной. 
При р>0 энергия от источника поступает в конденсатор и запасается в 

его электрическом поле. При р<0 энергия возвращается в сеть. 

Активная мощность ∫ ==
Т

tр
Т

Р
0

0d1 , т. к. мгновенная мощность меняет-

ся по синусоидальному закону. 
Идеальный конденсатор энергии не потребляет. 
Энергия электрического поля емкостного элемента: 
 

2
d

d
ddd

2

э
CC

CC
uCt

t
uCutiutpW ==⋅== ∫ ∫ ∫ . 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

 
1. Какие явления учитывает идеальный резистор? 
2. Каковы фазные соотношения тока и напряжения резистора? 
3. Что вы знаете о мгновенной мощности резистивного элемента? 
4. Что назвали активной мощностью? 
5. Каковы фазные соотношения тока и напряжения идеальной индук-

тивной катушки? 
6. Что вы знаете о мгновенной мощности индуктивного элемента? 
7. Каковы фазные соотношения тока и напряжения идеального конден-

сатора? 
8. Что вам известно о мгновенной мощности емкостного элемента? 
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ССООЕЕДДИИННЕЕННИИЕЕММ  ППРРИИЕЕММННИИККООВВ  
 

План лекции 
 
1. Основные законы цепей переменного тока 
2. Построение векторной диаграммы 
3. Треугольники сопротивлений и мощностей 
4. Резонанс напряжений 
 

11..  ООссннооввнныыее  ззааккоонныы  ццееппеейй  ппееррееммееннннооггоо  ттооккаа  
 
В цепях переменного тока закон Ома выполняется для всех значений, 

законы Кирхгофа – только для мгновенных и комплексных, которые учиты-
вают фазные соотношения. 

Первый закон Кирхгофа. Алгебраическая сумма мгновенных значений 
токов в узле: 

 

1

0
n

k
k

i
=

=∑ , 

 
либо алгебраическая сумма комплексных значений токов в узле равна нулю: 

1

0
n

k
k

I
=

=∑ � . 

 
Второй закон Кирхгофа. Алгебраическая сумма мгновенных значений 

напряжений на приемниках в контуре равна алгебраической сумме мгновен-
ных значений ЭДС, действующих в этом же контуре: 

 

∑ ∑
= =

=
m

i

l

j
ji eu

1 1
, 

 
либо алгебраическая сумма комплексных значений напряжений на приемни-
ках в контуре равна алгебраической сумме комплексных значений ЭДС в 
этом же контуре: 

∑ ∑
= =

=
m

i

l

j
ji EU

1 1

�� . 

 
Уравнения, составленные по законам Кирхгофа, называют уравнения-

ми электрического состояния. 
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Схема замещения цепи с последовательным соединением приемников 
представлена на рис. 7.1. 

 

 
 
Для анализа процессов воспользуемся уравнением на основании второ-

го закона Кирхгофа в комплексной форме: 
 

.UUUU CLR
���� ++=  

 

Подставим в это уравнение значения напряжений, выраженные по за-
кону Ома: 

( )[ ] IZIXXjRIXjIXjIRU CLCL
������ =−+=−+= , 

 

где Z – комплексное сопротивление цепи. 
 
Очевидно, что 
 

( ) XjRXXjRZ CL +=−+= , 
 

где R – активное сопротивление, Х – реактивное сопротивление. 
 
Закон Ома в комплексной форме для цепи с последовательным соеди-

нением приемников: 
IZU �� = . 

 

Реактивное сопротивление Х может быть положительным и отрица-
тельным.  

Реактивное сопротивление Х > 0, если CL XX > . В этом случае цепь 
имеет индуктивный характер. 

Реактивное сопротивление 0<X , если CL XX < . Тогда цепь имеет ем-
костный характер. 

 
22..  ППооссттррооееннииее  ввееккттооррнноойй  ддииааггррааммммыы  

 
Обычно при ее построении не привязываются к комплексной плоско-

сти, так как имеет значение только взаимное расположение векторов. 
Построение векторной диаграммы начинают с вектора величины, об-

щей для данной цепи. При последовательном соединении элементов такой 

R X L

X CU 

I

UL
UC

UR

Рис. 7.1 
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величиной является ток. Вид диаграммы зависит от характера цепи. По-
строение векторной диаграммы для цепи, имеющей активно-индуктивный 
характер, т. е. CL XX >  и 0>X , показано на рис. 7.2. 

Входное напряжение складывается из 
напряжений на трех идеальных элементах при 
учете сдвига фаз. Напряжение на резисторе 
совпадает с током по фазе. Напряжение на 
индуктивном элементе опережает ток на °90 , 
на емкостном – отстает на °90 . 

Полученный при построении векторной 
диаграммы треугольник ОАВ изображен на 
рис. 7.3. 

Угол iu ψψφ −=  – угол сдвига фаз то-
ка и полного напряжения. 

Треугольник ОАВ дает возможность 
оперировать действующими значениями, для 
которых законы Кирхгофа не выполняются: 

 

( )22
CLR UUUU −+= , 

R

CL

U
UU −

= tgArc , 

 
ϕ⋅= cosUU R , ϕ⋅=− sinUUU CL . 

 

33..  ТТррееууггооллььннииккии  ссооппррооттииввллеенниийй  ии  ммоощщннооссттеейй  
 
Если разделить все стороны треугольника напряжений на ток I, полу-

чим подобный ему треугольник сопротивлений (рис. 7.4), где Z – полное со-
противление цепи, R – активное сопротивление, Х – реактивное сопротивле-

ние, ω⋅= LX L  – индуктивное сопротивление, 
ω

1
⋅

=
C

X C  – емкостное сопро-

тивление. 

 
Закон Ома для действующих значений при последовательном соедине-

нии приемников имеет вид: 
 

ϕ

RU
I = R

U 
I = Z

I = = X
UL CU−

X L C X−

Рис. 7.4

ϕ A

B

O

U 

U C

I

UL

U R

Рис. 7.2 

ϕ
A

B

O

U 

R U 

Рис. 7.3 

UL CU−
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IZU = . 
 

Из свойств треугольника сопротивлений получаем соотношения: 
 

( )2222
CL XXRXRZ −+=+= ; 

R
Xtgarc=ϕ ; 

ϕ⋅=ϕ⋅= sin;cos ZXZR . 
 

Угол ϕ  зависит от соотношения сопротивлений цепи. 
Сравнение формул полного и комплексного сопротивлений позволяет 

сделать вывод, что полное сопротивление является модулем комплексного. 
Из треугольника сопротивлений видно, что аргументом комплексного сопро-
тивления является угол ϕ .  

Поэтому можно записать: 
 

ϕ=+= jZjXRZ e . 
 

Полное сопротивление любого количества последовательно соединен-
ных приемников 

( ) ( )22 ∑ ∑∑ −+= CL XXRZ . 
 

Умножением всех сторон треугольника напряжений на ток получаем 
треугольник мощностей (рис. 7.5). 

Активная мощность 
 

ϕ⋅⋅=⋅=⋅= cos2 IUIRIUP R  
 

характеризует энергию, которая передается в одном направлении от генера-
тора к приемнику. Она связана с резистивными элементами. 
 

 
 

Реактивная мощность ϕ=⋅=⋅−= sin2 IUIXIUUQ CL  характеризует 
часть энергии, непрерывно циркулирующей в цепи и не совершающей по-
лезной работы. Она связана с реактивными элементами. 

Полная (кажущаяся) мощность 22 QPIUS +=⋅= . 

ϕ

U I= S

= PRU I

I = Q UL CU−

Рис. 7.5 
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Активную мощность измеряют в ваттах (Вт), реактивную – вольт-
амперах реактивных (вар), полную – вальт-амперах ( АВ ⋅ ). 

 
44..  РРееззооннааннсс  ннааппрряяжжеенниийй  

 
Индуктивная катушка и конденсатор – взаимоподавляющие антиподы. 
Когда они полностью компенсируют действие друг друга,  в цепи на-

блюдается резонансный режим. 
Резонанс напряжений возникает при последовательном соединении ин-

дуктивных катушек и конденсаторов. Условие резонанса напряжений: вход-
ное реактивное сопротивление Х равно нулю. 

Рассмотрим режим резонанса для цепи, схема замещения которой 
представлена на рис. 7.1. 

При резонансе 
0=−= CL XXX . 

 

Отсюда CL XX = . 

Так как ωLX L = , а 
ω

1
C

X C = , то при резонансе 
0

0 ω
1ω

C
L = . Тогда 

1ω2
0 =CL . Отсюда следует, что добиться резонанса напряжений в схеме на 

рис. 7.1 можно изменением индуктивности L, емкости С и частоты ω . 
Циклическая резонансная частота 

 

CL
1ω0 = . 

Тогда частота 

CL
f

2π
1

0 = . 

 

При резонансе  полное сопротивление RXRZ =+= 22 . Цепь имеет 
чисто активный характер. 

При резонансной частоте ( )0ωω =  0=X , CL XX = , 

min
22 ZRXRZ ==+= , maxI

R
UI == . 

Построим векторную диаграмму (рис. 7.6). 
Очевидно, что RUU �� = , CL UU �� −= , CL UU = , угол 0=ϕ . 

Цепь имеет чисто активный характер. 
Значение резонанса напряжений: 
1. В электроэнергетических устройствах в 

большинстве случаев явление нежелательное, 

U 

U L

R U 

I

U C

Рис. 7.6 
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связанное с неожиданным появлением перенапряжений. 
2. В электротехнике связи (радиотехнике, проволочной телефонии), в 

автоматике явление резонанса напряжений широко используют для настрой-
ки цепи на определенную частоту. 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Для каких значений электрических величин выполняются законы 
Кирхгофа? 

2. Что является модулем комплексного сопротивления? 
3. Что является аргументом комплексного сопротивления? 
4. Как связаны между собой активное, реактивное и комплексное со-

противления? 
5. Как вычислить полное сопротивление схемы? 
6. От чего зависит угол ц между напряжением и током? 
7. Какая мощность является потребляемой? 
8. Какую энергию характеризует активная мощность? 
9. Какую энергию характеризует реактивная мощность? 
10.  В каких единицах измеряют активную, реактивную и полную мощ-

ности? 
11.  Каково условие резонанса напряжений? 
12. Каково значение резонанса напряжений? 
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План лекции 

 
1. Основные законы 
2. Построение векторной диаграммы 
3. Треугольники проводимостей и мощностей 
4. Резонанс токов 
 

11..  ООссннооввнныыее  ззааккоонныы  
 
Схема замещения цепи с параллельным соединением приемников изо-

бражена  на рис. 8.1. 
 

 
Для анализа цепи воспользуемся уравнением по первому закону Кирх-

гофа для комплексных значений: 
 

CLR IIII ���� ++= . 
 

Подставим в это уравнение значения токов, выраженные по закону 
Ома: 

U
XX

j
R

U
XXjRjX

U
jX
U

R
UI

CLCLCL

������
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=−+=

1111111 , 

 

где Y  – комплексная проводимость, 
R
1  – активная проводимость резистивно-

го элемента ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ = G

R
1 ; 

LX
1  – индуктивная проводимость индуктивного эле-

CX  R
 

LX  U�  

I�

RI�  LI�  CI�  

Рис. 8.1 
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мента ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= L

L
B

X
1 ; 

CX
1  – емкостная проводимость емкостного элемента 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= C

C
B

X
1 . 

Используя эти обозначения, записываем 
 

( ) BjGBBjGY CL −=−−= , 
 

где В – реактивная проводимость. 
 

22..  ППооссттррооееннииее  ввееккттооррнноойй  ддииааггррааммммыы  
 

Построение векторной диаграммы начи-
наем с вектора напряжения, которое является 
одинаковым для всех элементов схемы. Век-
торная диаграмма для случая, когда CL XX < , 
приведена на рис. 8.2. 

Ток в неразветвленной части схемы скла-
дывается из токов трех параллельных ветвей 
при учете сдвига фаз. Ток через резистор совпа-
дает с напряжением по фазе, через индуктив-
ный элемент отстает от напряжения  

на °90 , ток через конденсатор опережает его на °90 . 
Полученный при построении векторной диаграммы треугольник токов 

ОАВ изображен на рис. 8.3. 
Из свойств треугольника токов получа-

ем следующие соотношения, позволяющие 
оперировать действующими значениями: 

( )22
CLR IIII −+= ; 

R

CL

I
II −

=ϕ tgarc ; 

 
cosϕ= IIR ;  
 

ϕ⋅=− sinIII CL . 
 

33..  ТТррееууггооллььннииккии  ппррооввооддииммооссттеейй  ии  ммоощщннооссттеейй  
 
Разделив все стороны треугольника 

токов на напряжение, получим подобный 
ему треугольник проводимостей (рис. 8.4), 
где Y – полная проводимость. Закон Ома 
для действующих значений при парал-
лельном соединении примет вид 

 

RI�  

LI�  CI�  

ϕ  
О 
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B 
I�  

U�  

Рис. 8.2 

ϕ 
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I

Рис. 8.3 

ϕ 
LI CI

Рис. 8.4 

I R
U 

= G 

I
U 

= Y U 
= B



ЛЕКЦИЯ 8. АНАЛИЗ ЦЕПИ С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ  СОЕДИНЕНИЕМ ПРИЕМНИКОВ 
3. Треугольники проводимостей и мощностей 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -54- 
 

UYI = . 
 
Из свойств треугольника проводимостей получим соотношения: 
 

22 BGY += ; cos ϕ= YG ; ϕ= sinYB ; 
G
Btgarc=ϕ . 

Полная проводимость Y является модулем комплексной проводимости 
Y : 

ϕ= jYY -e jBG −= . 
 

Полная проводимость любого количества параллельно соединенных 
приемников 

( ) ( )22 ∑ ∑∑ −+= CL BBGY . 
 

Умножив все стороны треугольника токов на напряжение, получим 
уже знакомый треугольник мощностей (рис. 8.5). 

Выведем формулы активной и реактивной проводимостей ветви. Все 
резистивные элементы ветви можно заменить одним с эквивалентным сопро-
тивлением. Все реактивные элементы также можно заменить одним  эквива-
лентным, индуктивным или емкостным. Схема замещения любой ветви в 
общем виде приведена на рис. 8.6. 

 
 

 
 

Комплексная проводимость – это величина, обратная комплексному 

сопротивлению: 
jXRZ

Y
+

==
11 . 

Чтобы избавиться от мнимости в знаменателе, домножим числитель и 
знаменатель на сопряженный знаменателю комплекс: 

 

( )( ) 222222 XR
Xj

XR
R

XR
jXR

jXRjXR
jXRY

+
−

+
=

+
−

=
−+

−
= . 

 

Выражение в знаменателе 222 ZXR =+ . 

Тогда jBG
Z
Xj

Z
RY −=−= 22 . 

ϕ

LI CI

IR 

I U U

U = P

= S = Q

Рис. 8.5 

R X 

Рис. 8.6 
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Активная проводимость G  является действительной составляющей 
комплексной проводимости Y : 

 

( ) 222Re
Z
R

XR
RYG =
+

== . 

Реактивная проводимость В является мнимой составляющей комплекс-
ной проводимости Y : 

 

( ) 222Im
Z
X

XR
XYB =
+

== . 

 
44..  РРееззооннааннсс  ттооккоовв  

 
Этот режим наблюдается в цепи с параллельным соединением индук-

тивных катушек и конденсаторов. Условие резонанса токов: входная реак-
тивная проводимость В = 0. 

Рассмотрим резонансный режим для цепи, схема замещения которой 
изображена на рис. 8.7. 

Так как 0=−= CL BBB , то CL BB = . 
 

Индуктивная проводимость 22
1 L

L
L XR

XB
+

= . Емкостная проводимость 

22
2 C

C
C XR

XB
+

= . 

 

При резонансе полная проводимость min
22 YGBGY ==+= . 

Ток minIGUYUI === . 
Графики зависимостей  ( )ωY  и ( )ωI  изображены соответственно  

на рис. 8.8 и рис. 8.9. 

CX  

1R  

 
LX  

U�  

I�

RI�  LI�  

Рис. 8.7 

2R  



ЛЕКЦИЯ 8. АНАЛИЗ ЦЕПИ С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ  СОЕДИНЕНИЕМ ПРИЕМНИКОВ 
4. Резонанс токов 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -56- 
 

        
 

Построим векторную диаграмму. Величины, общей для схемы рис. 8.7, 
нет. Поэтому сначала построим векторные диаграммы для отдельных ветвей, 
в которых элементы соединены последовательно (рис. 8.10, а и б). 

Если ветвь имеет активно-индуктивный характер, то вектор напряже-

ния U�  опережает вектор тока 1I�  на острый угол  
1

1 arctg
R
X L=ϕ . 

Если ветвь имеет активно-емкостный характер, то вектор напряжения 

U�  отстает от вектора тока 2I�  на острый угол 
2

2 arctg
R
X C=ϕ . 

 

 
 

Вектор напряжения U�  одинаков, по-
этому можно построить объединенную век-
торную диаграмму (рис. 8.11). 

Входной ток I�  совпадает по фазе с 
входным напряжением U� . 

Более удачным представляется поря-
док построения векторной диаграммы на 
рис. 8.12. 

 
 

ω

I

GU

Рис. 8.9 
0ω′  ω

Y

Рис. 8.8 

G 

0ω′  

а б

U 
UL

R U 

I1

1 

U
U C 

R U 
I2

2 
ϕ

ϕ 2
1

Рис. 8.10 

2I�  

1I�  

U�  I�2ϕ  

1ϕ  

Рис. 8.11 



ЛЕКЦИЯ 8. АНАЛИЗ ЦЕПИ С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ  СОЕДИНЕНИЕМ ПРИЕМНИКОВ 
4. Резонанс токов 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -57- 
 

Применение режима резонанса то-
ков: 

1. Фильтр-пробка для определенной 
частоты. 

2. Для улучшения коэффициента 
мощности. 
 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Что является модулем комплексной проводимости? 
2. Как связаны между собой активная, реактивная и комплексная про-

водимости? 
3. Как вычислить полную проводимость схемы? 
4. Каков порядок построение векторной диаграммы? 
5. Каково условие резонанса токов? 
6. Для чего применяют режим резонанса токов? 
 

 
 

2I�  
1I�  

U�  I�

2ϕ  

1ϕ  

Рис. 8.12 



 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -58- 
 

ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  99  
РРААССЧЧЕЕТТ  ЦЦЕЕППЕЕЙЙ  ССИИННУУССООИИДДААЛЛЬЬННООГГОО  ТТООККАА  

 
План лекции 

 
1. Цепь с одним источником энергии 
2. Цепь с несколькими источниками энергии 
3. Мощности в цепях синусоидального тока 
4. Понятие о коэффициенте мощности и способах его улучшения 
 
Для расчета цепей синусоидального тока применяют те же методы, что 

и для расчета цепей постоянного тока. Но их можно использовать только для 
комплексных значений. Рассмотрим несколько примеров. 

 
11..  ЦЦееппьь  сс  оодднниимм  ииссттооччннииккоомм  ээннееррггииии  

 
Пример. Вычислить токи в цепи с одним источником энергии, схема 

замещения которой изображена на рис. 9.1, если известны значения ,R,U�  
CLL X,X,X,R

11 . Построить векторную диаграмму. 
 

 
 

Решение 
1. Выявим узлы (с и d), ветви, направим токи. 
2. Для расчета токов в схеме с одним источником энергии рационально 

использовать метод эквивалентных преобразований. 
Эквивалентное комплексное сопротивление 
 

( )( )
CL

CL
L jXjXR

jXjXR
jXRZ

−+

−+
++=

1

1 1 . 

 
3.  Комплекс тока в свернутой схеме найдем по закону Ома: 

U 

I R a b c d 
X L

X C 

XL 11RI1

I2

Рис. 9.1 



ЛЕКЦИЯ 9. РАСЧЕТ ЦЕПЕЙ СИНУСОИДАЛЬНОГО ТОКА 
1. Цепь с одним источником энергии 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -59- 
 

Z
UI
�� = . 

4. Токи в пассивных параллельных ветвях вычислим по формулам: 
 

I
jXjXR

jXI
CL

C �� ⋅
−+

−
=

11
1 ;  I

jXjXR
jXR

I
CL

L �� ⋅
−+

+
=

1

1

1

1
2 . 

 

5. Действующие значения токов являются модулями комплексных 
значений. 

Векторную диаграмму (рис. 9.2) строим в соответствии с алгоритмом: 
1. Построим вектор напряжения между двумя узлами cdU� . 
2. Построим векторы токов в пассивных параллельных ветвях 1I�  и 2I� . 

Первая ветвь имеет активно-индуктивный характер, поэтому вектор тока 1I�  

отстает от вектора напряжения  cdU�   на угол 
1

1
1arctg

R
X L=ϕ , являющийся 

аргументом комплексного сопротивления первой пассивной ветви 1Z . 
 

Вторая ветвь имеет емкостный харак-
тер. Поэтому вектор тока 2I�  опережает вектор 
напряжения cdU�  на угол °90 . 

3. Построим вектор тока I� , равный гео-
метрической сумме векторов токов 1I�  и 2I� . 

4. Вектор входного напряжения скла-
дывается из векторов трех напряжений: 

иbcab U,U ��  cdU� . К вектору cdU�  прибавляем 
вектор напряжения abU� . Между точками а и b 
в схеме находится резистор с сопротивлением 
R . Напряжение на нем совпадает по фазе с 

током I� , поэтому вектор abU�  параллелен вектору тока I� . Напряжение на ин-
дуктивном элементе опережает ток на °90 , поэтому вектор bсU�  перпендику-
лярен вектору тока  I� . 

 
22..  ЦЦееппьь  сс  ннеессккооллььккииммии  ииссттооччннииккааммии  ээннееррггииии  

 
Пример. Вычислить токи в цепи с несколькими источниками энергии, 

схема замещения которой представлена на рис. 9.3.  
1. Расчет можно выполнить методом непосредственного использования 

законов Кирхгофа. 
 

ϕ

ϕ

I 

I 

I 

U 

1 Ucd 
Uab

2 

1 
Рис. 9.2 

bcU



ЛЕКЦИЯ 9. РАСЧЕТ ЦЕПЕЙ СИНУСОИДАЛЬНОГО ТОКА 
2. Цепь с несколькими источниками энергии 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -60- 
 

Система уравнений 
го состояния в дифференциальной 
ме: 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=+

+=++

=+−

∫

∫

.eeiRti
С

;eeti
C

iR
t
iL

iii

32332
2

212
2

11
1

1

321

d1

d1
d
d

0;

 

 
Для расчета токов систему урав-

нений электрического состояния нужно 
записать для комплексных значений: 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+=+−

+=−+

=+−

.

0;

32332

212111

321

2

21

EEIRIjX

;EEIjXIRIjX

III

C

CL

����

�����

���

 

 
Решением системы найдем комплексные значения токов. 
2. Расчет методом напряжения между двумя узлами выполняют в два 

этапа: 
а) вычисление напряжения abU�  по формулам 

 

∑
∑ ∑+

=
Y

EYJUab
��� ; 

 

31

3
3

21
1

111

111

21

21

RjXjXR

E
R

E
jX

E
jXR

U

CL

CL
ab

+−
+

+
−

−
+

=

���
� ; 

 
б) вычисление токов по формулам 
 

11

1
1

L

ab
jXR

EUI
+

+−
=

��� ;  
2

2
2

C

ab

jX
EUI

−
+

=
��� ; 

3

3
3 R

EUI ab
��� +−

= . 

 
 

 

Рис. 9.3 
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ЛЕКЦИЯ 9. РАСЧЕТ ЦЕПЕЙ СИНУСОИДАЛЬНОГО ТОКА 
 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -61- 
 

33..  ММоощщннооссттии  вв  ццееппяяхх  ссииннууссооииддааллььннооггоо  ттооккаа  
 
В цепях синусоидального тока существуют уже рассматривавшиеся 

мгновенная р, активная Р, реактивная Q и полная S мощности. 
При расчетах удобно пользоваться понятием комплексной мощности 
 

*
IUS ⋅= � , 

 

где ujUU ψe=�  – комплекс напряжения; ij
*

II ψe−=  – комплекс, сопряженный 
комплексу тока. 

Подставив значения U�  и 
*
I  в формулу комплексной  мощности, полу-

чим 
( ) =⋅=⋅= −− iuiu jjj IUIUS ψψψψ eee  

 
jQPjUIUIIU j +=ϕ+ϕ=⋅= ϕ sincose . 

 
Активная мощность является действительной составляющей комплекс-

ной мощности: 
 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅==

*
IUSP �ReRe . 

 
Реактивная мощность является мнимой составляющей комплексной 

мощности: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

*
IUSQ �ImIm . 

 
Для измерения активной (потребляемой) мощности служат ваттметры, 

представляющие собой сочетание амперметра и вольтметра. 
Два зажима  ваттметра (один – обмотки напряжения  и один – обмотки 

тока) обозначают одинаковыми знаками, обычно звездочками. Угол сдвига 
фаз между напряжением на ваттметре и током в нем соответствует одинако-
вым положительным направлениям WU�  и WI�  относительно зажимов, отме-
ченных звездочками. 

Для указанных (рис. 9.4, а) направлений напряжения и тока 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

*

ab IUSP �ReRe  или ( )IUIUP ^
abab
��cos= . 
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3. Мощности в цепях синусоидального тока 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -62- 
 

Для схемы, приведенной на (рис. 9.4, б), активная мощность 

( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

∧
IUIUIUSP abab

*

ab
��� cosReRe . 

 

 
 

Для схемы (рис. 9.4, в)  ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= IUIUIUP ababab

���
^*

cosRe . 

 
44..  ППоонняяттииее  оо  ккооээффффииццииееннттее  ммоощщннооссттии    

ии  ссппооссооббаахх  ееггоо  ууллууччшшеенниияя  
 
Потребляемой полезной мощностью является активная мощность Р. 

Разделение полной мощности на активную и реактивную зависит от угла 
сдвига фаз ϕ  между напряжением и током. Величина угла ϕ  определяется 
соотношением между активным и реактивным сопротивлениями потребите-
ля. Активная мощность 

 

cosP S= ϕ . 
 

Косинус угла ϕ  называют коэффициентом мощности, потому что от 
его величины зависит, какая доля полной мощности потребляется. Под 
улучшением коэффициента  мощности понимают увеличение ϕcos , т. е. 
уменьшение угла ϕ . 

Если увеличение потребляемой мощности не требуется, то увеличение 
ϕcos  необходимо для уменьшения тока. 
Полезную работу совершает только активная составляющая тока aI . 

Так называют проекцию вектора тока на вектор напряжения (рис. 9.5). Но в 
цепи циркулирует ток aII > , поэтому нужно делать большее сечение прово-
дов  линии передачи, обмоток генераторов, трансформаторов и других элек-
трических машин. Кроме того, увеличиваются потери на нагрев проводни- 
ков ( )2RI . 

а б в 
Рис. 9.4 
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4. Понятие о коэффициенте мощности  и способах его улучшения 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -63- 
 

Коэффициент мощности определяется 
становлением правительства (~0,92). В целях 
стимулирования повышения коэффициента мощ-
ности промышленные предприятия оплачивают 
электрическую энергию по дифференцированно-
му тарифу. Чем ниже ϕcos , тем дороже электри-
ческая энергия обходится предприятию. 

Способы улучшения ϕcos .  
Коэффициент мощности 
 

2222
cos

XR

R
Z
R

QP

P
S
P

+
==

+
==ϕ . 

 
Очевидно, что для повышения ϕcos  нужно увеличивать активную 

мощность и активное сопротивление либо уменьшать реактивную мощность 
и реактивное сопротивление. 

Естественный путь – увеличение активной мощности, повышение за-
грузки оборудования. 

Коэффициент мощности асинхронных двигателей и трансформаторов 
при номинальной нагрузке бывает порядка 0,8–0,9. Асинхронные двигатели и 
трансформаторы, работающие недогруженными, снижают ϕcos  в сетях и на 
станциях. 

Искусственный путь – уменьшение реактивной мощности, которая 
связана с реактивным сопротивлением. 

Основные современные потребители электроэнергии (асинхронные 
двигатели, трансформаторы, сварочные аппараты, дуговые и индукционные 
печи) имеют активно-индуктивный характер. Уменьшить реактивное сопро-
тивление, не изменяя параметры схемы потребителя, позволяет режим резо-
нанса  токов. Он наблюдается при параллельном соединении, которое обес-
печивает независимую работу приемников. 

Параллельно нагрузке подключают 
батарею конденсаторов (рис. 9.6), парамет-
ры которой подбирают таким образом, 
чтобы выполнялось условие резонанса то-
ков: CL BB = . 

В этом случае цепь имеет чисто ак-
тивный характер, угол 0→ϕ , 1cos →ϕ . 

 
 
 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

I 

U 

I a ϕ

Рис. 9.5 

нLX  нR  

CX  

I�  нI�  

СI�  

Рис. 9.6 
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Вопросы для самопроверки  

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -64- 
 

1. Чем отличается расчет цепей синусоидального тока от цепей посто-
янного тока? 

2. Каков алгоритм построения векторной диаграммы для схемы с двумя 
узлами и одним источником энергии? 

3. Что назвали коэффициентом мощности? 
4. От чего зависит угол ц между напряжением и током? 
5. Что понимают под улучшением коэффициента мощности? 
6. Зачем нужно улучшать коэффициент мощности? 
7. Какие пути улучшения коэффициента мощности вы знаете? 
 



 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -65- 
 

ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  1100  
ЭЭЛЛЕЕККТТРРИИЧЧЕЕССККИИЕЕ  ЦЦЕЕППИИ  СС  ВВЗЗААИИММННООЙЙ  

ИИННДДУУККТТИИВВННООССТТЬЬЮЮ  
 

План лекции 
 
1. Основные понятия и определения 
2. Анализ цепи с последовательным соединением индуктивно связан-
ных катушек 
3. Расчет электрических цепей при наличии взаимной индуктивности 
 

11..  ООссннооввнныыее  ппоонняяттиияя  ии  ооппррееддееллеенниияя..  
 
При всяком изменении магнитного потока, пронизывающего какой-

либо контур, в последнем наводится ЭДС. 
Если магнитный поток создан током этого же контура, то говорят о яв-

лении самоиндукции, ЭДС самоиндукции Le  и индуктивности L. 
Если магнитный поток создан током другого контура, то говорят о яв-

лении взаимоиндукции, ЭДС взаимоиндукции Me  и взаимной индуктив-
ности М. Рассмотрим две индуктивные катушки, имеющие магнитную связь. 
Если первую индуктивную катушку подключить к источнику напряжения 1u , 
в ней появится ток 1i , который создает магнитный поток 11Ф , часть которого 

12Ф  пронизывает витки второй катушки. Часть магнитного потока замыкает-
ся по воздуху (магнитный поток рассеяния 1Ф S ). 

Потокосцепление самоиндукции 11111 Фψ W=  наводит в первой катушке 

ЭДС самоиндукции 
t
iL

t
W

t
eL d

d
d

dФ
d

dψ 1
1

11
1

11
1

−=−=−= . 

Потокосцепление взаимоиндукции 12212 Фψ W=  наводит во второй ка-

тушке ЭДС взаимоиндукции 
t
ФW

t
eМ d

d
d

dψ 12
2

12
2

−=−= . 

Коэффициент, характеризующий способность тока создавать магнит-
ный поток в другом контуре, называют взаимной индуктивностью М.  

Взаимная индуктивность 
 

1

12
12 d

dψ
i

М = . 

 

Если зажимы второй катушки замкнуть, в ней появится ток 2i . Ток 2i  
создает магнитный поток S22122 ФФФ += . 

Потокосцепление самоиндукции 22222 Фψ W=  наводит во второй ка-
тушке ЭДС самоиндукции 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -66- 
 

t
iL

t
W

t
eL d

d
d

dФ
d

dψ 2
2

22
2

22
2

−=−=−= . 

Потокосцепление взаимоиндукции 21121 Фψ W=  наводит в первой ка-
тушке ЭДС взаимоиндукции 
 

t
iМ

t
W

t
eМ d

d
d

dФ
d

dψ 2
21

21
1

21
1

−=−=−= . 

 
По принципу взаимности для линейных цепей МММ == 2112 . 
Степень индуктивной связи характеризуют коэффициентом связи k, 

под которым понимают отношение: 
 

21
ωω

ω

2121 LL

M

XX
X

LL
M

LL
Mk

⋅
=

⋅
=

⋅
= . 

 
где ωMX M =  – сопротивление взаимной индукции. 

 
Для решения вопроса о знаках прибегают к специальной разметке за-

жимов индуктивно связанных катушек. Два зажима двух индуктивно связан-
ных элементов называют одноименными, если при одинаковых направлениях 
токов относительно них магнитные потоки самоиндукции и взаимоиндукции 
складываются. Одноименные зажимы обозначают точками. 
 

22..  ААннааллиизз  ццееппии  сс  ппооссллееддооввааттееллььнныымм  ссооееддииннееннииеемм    
ииннддууккттииввнноо  ссввяяззаанннныыхх  ккааттуушшеекк  

 
Возможны два случая включения: согласное и встречное. 
При согласном включении магнитный поток самоиндукции совпадает 

по направлению с магнитным потоком взаимной индукции другой катушки. 
Это будет при одинаковых направлениях токов относительно одноименных 
зажимов. Направление магнитного потока определяют по правилу буравчика 
или правой руки: если охватить рукой катушку (пальцы направлены по току), 
то большой палец покажет направление магнитного потока. 

При встречном включении магнитные потоки самоиндукции и взаим-
ной индукции направлены противоположно. Это будет, если токи ориентиро-
ваны относительно одноименных зажимов по-разному. 

 
Согласное включение 

Схема замещения цепи представлена на рис. 10.1. 
Входное напряжение складывается из напряжений на двух индуктив-

ных катушках. Напряжения собственной индуктивности Lu  и взаимной ин-
дуктивности Mu  имеют одинаковые знаки. 
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Уравнение электрического состояния в дифференциальной форме: 
 

t
iM

t
iLiR

t
iM

t
iLiRuuu

d
d

d
d

d
d

d
d

221121 +++++=+= . 
 
Для комплексных значений 
 

=+++++=+= IjXIjXIRIjXIjXIRUUU MLML
���������

22121  
 

( ) ( )[ ] IZIXXXjRR MLL
�� ⋅=++++= согл.21 2

21
. 

 
Комплексное сопротивление 

 

согл.согл.согл. jXRZ += , 
 

где  MLL XXXX,RRR 2
21согл.21согл. ++=+= . 

 
Векторная диаграмма приведена на рис. 10.2. 
 
 

 

R1 L 1 R2 L 2 

R 1 L1 M R2 L2 M

Рис. 10.1 
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Рис. 10.2 
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Встречное включение 
Схема замещения цепи представлена на рис. 10.3. 
 

 
Напряжения собственной индуктивности Lu  и взаимной индуктив-

ности Mu  направлены противоположно. Уравнение электрического состоя-
ния в дифференциальной форме: 

 

t
iM

t
iLiR

t
iM

t
iLiRuuu

d
d

d
d

d
d

d
d

221121 −++−+=+= . 

 
Для комплексных значений: 
 

=−++−+=+= IjXIjXIRIjXIjXIRUUU MLML
���������

21 2121  
 

( ) ( )[ ] IZIXXXjRR MLL
�� встр.21 2

21
=−+++= . 

 
Комплексное сопротивление 
 

встр.встр.встр. jXRZ += , 
 

где 21согл.встр. RRRR +== , MLL XXXX 2
21встр. −+= . 

 
Величину сопротивления взаимной индуктивности MX  и взаимной ин-

дуктивности М можно найти, вычитая из согл.X  значение встр.Х : 
 

;2
21согл. MLL XXXХ ++=  

           – 
    ;XXXХ MLL 2

21встр. −+=  
          
    .ХХХ М4встр.согл. =−  
 

Векторная диаграмма представлена на рис. 10.4.  

Рис. 10.3

R1 L 1i R2 L 2 

R 1 L1 M R2 L2 M

1 2u u u 

u u u u u u 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -69- 
 

 
 

На участке цепи может наблюдаться емкостный эффект, если M > L. 
Реактивное сопротивление всей цепи в целом имеет индуктивный характер, 
так как М не может быть одновременно больше 1L  и 2L , MLL 221 ≥+ . 

На приведенной диаграмме взаимная индуктивность 1LM > , но 
2LM < . 

 
33..  РРаассччеетт  ээллееккттррииччеессккиихх  ццееппеейй  ппррии  ннааллииччииии  

  ввззааииммнноойй  ииннддууккттииввннооссттии  
 
При наличии взаимной индуктивности токи в ветвях зависят от токов  

других ветвей, поэтому для расчета можно использовать только методы не-
посредственного использования законов Кирхгофа и контурных токов, в ко-
торых эти зависимости учитываются. 

В общем случае направление напряжения MU� , обусловленного взаим-
ной индуктивностью, можно определить по правилу: ток kI�  и напряжение 

kIjM �ω  одинаково направлены относительно одноименных зажимов индук-
тивных элементов. Это правило дает возможность составить уравнение по 
второму закону Кирхгофа в случае, когда нельзя определить характер вклю-
чения индуктивных элементов (согласное или встречное). 

Чтобы устранить ограничения, накладываемые на методы расчета, 
прибегают  к развязке магнитных связей, то есть к замене цепи с  взаимной 
индуктивностью ей эквивалентной, но без магнитных связей. Магнитная раз-
вязка применима для узлов, в которых сходятся не более трех ветвей 
(рис. 10.5). 

 
Составим систему уравнений по законам Кирхгофа: 
 

=

=

1U�  
2U�  

U�  

IR �
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IR �
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�−  
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Рис. 10.4 
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1
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Подставив в уравнения  (2) и (3) выражения «лишних» токов, найденные из 
уравнения (1), получим: 

 

( ) 133111 1
UIjXIXXjIR MML
���∓� =±+ ; 

 
 ( ) 233222 2

UIjXIXXjIR MML
���∓� =±+ . 

 
Этим уравнениям соответствует схема замещения без магнитных свя-

зей, представленная на рис. 10.6. 
Правило развязки: если в узле сходятся три ветви и две из них индук-

тивно связаны, то для развязки в первые две ветви добавляют индуктивный 
элемент с сопротивлением MX∓ , а в третью ветвь – элемент с сопротивле-
нием MX± . Верхние знаки относятся к случаю, когда в узле соединены од-
ноименные зажимы индуктивно связанных элементов.  

 

 
 
При построении векторных диаграмм добавляются векторы напряже-

ний, обусловленных взаимной индуктивностью. Они опережают на °90  век-
торы вызвавших их токов при согласном включении и отстают на °90  – при 
встречном. 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Что назвали явлением взаимоиндукции? 
2. Что назвали взаимной индуктивностью? 
3. Что понимают под коэффициентом связи k? 
4. Чему равно сопротивление взаимной индукции? 
5. Какое включение индуктивно связанных катушек называют соглас-

ным, какое – встречным? 
6. Чему равно реактивное сопротивление двух индуктивно связанных 

катушек при согласном и встречном включениях? 
7. Какие методы расчета можно применять при наличии взаимной ин-

дуктивности? 
8. Что назвали развязкой магнитных связей? 
9. Каково правило развязки магнитных связей? 
 



 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -72- 
 

ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  1111  
ТТРРЕЕХХФФААЗЗННЫЫЕЕ    ЦЦЕЕППИИ  

 
План лекции 

 
1. Достоинства трехфазных цепей 
2. Трехфазный генератор 
3. Классификация и способы включения в трехфазную цепь приемни-

ков 
 

11..  ДДооссттооииннссттвваа  ттррееххффааззнныыхх  ццееппеейй  
 
Наличие вращающегося магнитного поля, на основе которого построен 

асинхронный двигатель. 
При передаче энергии на расстояние в трехфазных цепях по сравнению 

с однофазными достигается существенная экономия материала проводов. 
Возможность иметь два эксплуатационных напряжения. 
Трехфазные цепи – это частный случай многофазных систем. 
Многофазной системой называют совокупность электрических цепей, 

в которых действуют синусоидальные ЭДС одинаковой частоты, отли-
чающиеся одна от другой  по фазе и индуктируемые в одном источнике пи-
тания. 

Каждую из цепей, входящих в многофазную систему, называют фазой. 
Трехфазная цепь состоит из трех основных элементов: генератора, ли-

нии передачи и приемника. 
 

22..  ТТррееххффааззнныыйй  ггееннееррааттоорр  
 
1. Принцип действия и разметка зажимов фаз обмотки. 
Простейший трехфазный генератор состоит из неподвижной (статор) и 

подвижной (ротор) частей. Статор – это полый цилиндр, набранный из лис-
тов электротехнической стали. На его внутренней поверхности фрезеруют 
пазы, в которые укладывают три одинаковые обмотки, повернутые относи-
тельно друг друга на °120 . Ротор является электромагнитом. Его необходимо 
принудительно вращать. 

При пересечении магнитными силовыми линиями поля ротора обмоток 
статора в последних наводятся ЭДС одинаковой величины с фазовым сдви-
гом °120 . Такую систему называют симметричной. 

Условное изображение фаз обмоток генератора и их разметка пред-
ставлены на рис. 11.1. 

Буквами А, В, С обозначают начала фаз обмоток; X, Y, Z – их концы. 
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2. Способы изображения симметричной системы ЭДС. 
 

Графический 
Симметричная система ЭДС – это три синусоиды, сдвинутые относи-

тельно друг друга по фазе на угол °120 . Принято считать, что начальная фаза 
ЭДС фазы А равна нулю, ЭДС фазы В отстает от ЭДС фазы А на °120 , ЭДС 
фазы С отстает от ЭДС фазы В на °120 . 

 
Тригонометрический 

ЭДС можно записать как синусоидальные функции времени следую-
щим образом: 

tEe mA ωsin= ; )120-ωsin( °= tEe mB ; )120ωsin( °+= tEe mС . 
 

Вращающимися векторами в декартовой системе координат 
 

Комплексными числами 
При изображении векторной диаграммы на комплексной плоскости 

(рис. 11.2) каждому вектору можно сопоставить комплексное число. При 
расчете трехфазных цепей комплексную плоскость обычно поворачивают на 

угол 
2
π  против часовой стрелки. 

Комплексы  действующих значений ЭДС фаз в показательной форме 
могут быть записаны уравнениями: 

 

EaEEEE;E jj
BA

21203
2π

ee ==== °−−�� ; 

aEEEEE
jjj

C ====
−° 3

4π
1203

2π

eee� , 
 

где °= 120e ja – оператор поворота, °−° == 1202402 ee jja . 
 

Рис. 11. 1
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Значение 0
2
3

2
1

2
3

2
111 2 =−−+−=++ jjaa . 

 
Сумма комплексных значений ЭДС трех фаз равна нулю: 
 

0
2
3

22
3

2
ee 120120 =+−−−=++=++ °+°− ЕjEEjEEEEEEEE jj

CBA
��� . 

 
3. Способы соединения фаз обмоток генератора. 

Соединение звездой 
Получается при объединении концов фаз обмоток X, Y, Z в нейтраль-

ную точку N (рис. 11.3). 
От начал фаз к приемнику отходят линейные провода, от нейтральной 

точки – нейтральный провод. 
Это четырехпроводная система.  
 

 
 
Если нейтрального провода нет, получится трехпроводная система, 

обозначение которой Y. 
 
 

Соединение треугольником 
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Рис. 11.3
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Получается при соединении начала одной фазы с концом другой 
(рис. 11.4). 

 
 

 
Условное обозначение: Δ . 
 

4. Условные положительные направления фазных и линейных напря-
жений и соотношения между ними. 

Обычно обмотки генератора соединяют звездой. Напряжения между 
началом и концом фазы (см. рис. 11.3) называют фазными ( Аu , Вu  и Cu ), а 
напряжения между началами фаз генератора – линейными ( АВu , ВСu , CАu ). 

Внутренним сопротивлением фаз генератора можно пренебречь. В этом 
случае фазные напряжения AU , BU  и CU  считают численно равными ЭДС 
фаз. 

Стрелка источника показывает направление повышения потенциала. 
Поэтому за условные положительные направления фазных напряжений при-
нимают направления от начала к концу фаз обмоток, а линейных напряже-
ний – к началу фазы, являющейся вторым индексом в обозначении напряже-
ния. 

Любое линейное напряжение можно определить, рассчитав изменение 
потенциалов между соответствующими началами фаз генератора. 

Для комплексных значений эти уравнения имеют вид 
 

BAAB UUU ��� −= ;  CBBC UUU ��� −= ;  ACCA UUU ��� −= . 
 

Эти уравнения дают возможность построить топографическую диа-
грамму фазных и линейных напряжений (рис. 11.5). 

Следует обратить внимание на противоположное направление стрелок 
на схеме, указывающих условное положительное направление напряжений и 
соответствующих им векторов на топографической диаграмме. 

A(Z)

B(X)C(Y)

Рис. 11.4
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Из диаграммы видно, что векторы линейных напряжений ABU� , BCU� , 

CAU�  опережают по фазе соответственно векторы фазных напряжений AU� , 

BU�  и CU�  на угол °30 . 
Линейное напряжение по величине больше фазного в 3  раз, т. е. 

фл 3UU =  или 
3
л

ф
UU = . 

При соединении фаз обмоток генератора треугольником конец одной 
фазы соединяют с началом другой (рис. 11.4). В этом случае линейные на-
пряжения равны фазным: фл UU = . 

 
33..  ККллаассссииффииккаацциияя  ии  ссппооссооббыы  ввккллююччеенниияя    

вв  ттррееххффааззннууюю  ццееппьь  ппррииееммннииккоовв  
 
Трехфазные цепи бывают четырехпроводные и трехпроводные. Фазы 

генератора и фазы приемника могут быть соединены по-разному. 
Приемники,  включаемые в трехфазную цепь, могут быть одофазными 

и трехфазными. Начала и концы фаз трехфазных приемников обозначают со-
ответственно буквами  а, х; b, y; с, z. 

Трехфазные приемники могут быть симметричными и несимметрич-
ными. У симметричных приемников равны между собой комплексные сопро-
тивления фаз: cba ZZZ == . 

У несимметричного приемника нагрузка может быть равномерной,  ес-
ли сопротивления фаз равны между собой по величине (по модулю), или од-
нородной, если cba ϕ=ϕ=ϕ . 

UCA
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Рис. 11.5 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Перечислите преимущества трехфазных цепей. 
2. Какие способы изображения симметричной системы ЭДС вы знаете? 
3. Как получают соединение фаз обмоток генератора звездой и тре-

угольником?  
4. Какие напряжение называют фазными, какие – линейными?  
5. Каково соотношение фазных и линейных напряжений при соедине-

нии фаз звездой и треугольником? 
6. Какие трехфазные приемники называют симметричными? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  1122  
РРААССЧЧЕЕТТ    ТТРРЕЕХХФФААЗЗННЫЫХХ    ЦЦЕЕППЕЕЙЙ  

 
План лекции 

 
1. Соединение фаз приемника треугольником 
2. Соединение звездой трехпроводной 
 

11..  ССооееддииннееннииее  ффаазз  ппррииееммннииккаа  ттррееууггооллььннииккоомм  
 

Приемник несимметричный 
В схеме замещения электрической цепи, представленной на рис. 12.1, 

вычислить токи, если известны напряжения генератора и сопротивления фаз 
приемника. 

 

 
 

В трехфазной цепи различают токи фазные ( )cabcab I,I,I  и линейные 
( )CВA I,I,I . Фазные токи вычисляют на основании закона Ома по формулам 

 

ab

ab
ab Z

UI
�� = ;  

bc

bc
bc Z

UI
�� = ;  

ca

ca
ca Z

UI
�� = , 

 

где bcab U,U ��  и caU�  – комплексы напряжений на фазах приемника, а 
cabcab Z,Z,Z  – комплексные сопротивления фаз. 

При соединении фаз приемника треугольником напряжения на его фа-
зах равны линейным напряжениям генератора (рис. 12.1), поэтому 

ab

AB
ab Z

UI
�� = ; 

bc

BC
bc Z

UI
�� = ; 

ca

CA
ca Z

UI
�� = . Сопротивлением линейных проводов при 

этом пренебрегают. 

E

A 

C B

c b

IA

IB

I C
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E C N 
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ca Z ab 

Uca U ab 
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Затем вычисляют линейные токи по уравнениям, составленным на ос-
новании первого закона Кирхгофа для узлов а, b, с: 

 

caabA III ��� −= ; abbcB III ��� −= ; bccaC III ��� −= . 
 

Из этих уравнений следует, что геометрическая сумма векторов линей-
ных токов равна нулю: 0=++ CBA III ��� . 

Топографическая диаграмма и векторная диаграмма токов изображены 
на рис. 12.2. Вид векторной диаграммы токов зависит от характера нагрузки 
фаз приемника. Самой распространенной на практике является нагрузка ак-
тивно-индуктивная. В этом случае вектор тока отстает от соответствующего 
вектора напряжения на угол ϕ , больший °0 , но меньший °90 . 

 

 
 

Построение начинают с топографической диаграммы напряжений ге-
нератора. Далее строят топографическую диаграмму напряжений приемника. 
Если сопротивлением линии пренебрегаем, то потенциалы точек А и а, В и b, 
С и с одинаковы. Поэтому топографическая диаграмма приемника совпадает 
с топографической диаграммой генератора. Затем проводят векторы фазных 
токов под соответствующими углами к векторам фазных напряжений. 
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Векторы фазных токов переносят в центр треугольника напряжений. 
Векторы линейных токов получают как геометрические разности соответст-
вующих фазных токов. 

 

Приемник симметричный 
У симметричного приемника комплексные сопротивления фаз равны 

между собой: cabcab ZZZ == . Поэтому токи в фазах равны между собой по 

величине и сдвинуты относительно друг друга по фазе на ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛°

3
2π120 . Доста-

точно вычислить по закону Ома ток только одной фазы. 
Комплексы линейных токов определяют как разности комплексов со-

ответствующих фазных токов. 
Векторно-топографическая диаграмма при симметричной нагрузке 

изображена на рис. 12.3. Из диаграммы видим, что линейные токи по вели-
чине равны между собой и сдвинуты относительно друг друга по фазе на 
угол °120 . Линейный ток по величине в 3  раз превышает фазный: 

 

фл 3 II = . 
 

 
 
Векторы линейных токов CBA I,I,I ���  отстают по фазе соответственно от  

векторов фазных токов bcab I,I ��  и caI�  на угол °30 . 
Вычислив фазный ток abI� , можно записать значения всех линейных то-

ков  следующим образом: 
°°−°− === 12012030 eee3 j

AC
j

AB
j

abA II;II;II ������ . 
 
 

UCA

UAB

U BCC c B b
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Iab 
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Рис. 12.3 
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22..  ССооееддииннееннииее  ззввееззддоойй  ттррееххппррооввоодднноойй  
 
Схема замещения анализируемой цепи представлена на рис.12.4. 
 

 

 
 

Приемник несимметричный 
Трехфазные цепи являются разновидностью цепей синусоидального 

тока, поэтому для их расчета пригодны все методы, применяемые в однофаз-
ных цепях. Анализируемую схему можно рассматривать как схему с двумя 
узлами (N и n) и рассчитывать токи в ней методом напряжения между двумя 
узлами. 

Напряжение между нейтральными точками генератора и приемника 
можно вычислить по формуле 
 

cba

CcBbAa
nN YYY

UYUYUYU
++

++
=

���� , 

где 
c

c
b

b
a

a Z
Y,

Z
Y,

Z
Y 111

===  – комплексные проводимости фаз приемника. 

Линейные и равные им соответственно фазные токи можно определить 
по закону Ома для активной ветви: 
 

( )nNAaaA UUYII ���� −== ; )UU(YII nNBbbB
���� −== ; ( )nNCccC UUYII ���� −== . 

 
Выражения в скобках являются разностью потенциалов между начала-

ми ( )cb,a,  и концами ( )n  фаз приемников, то есть фазными напряжениями 
приемника. Например, AnNa UUU ��� +−= . 

Поэтому уравнения можно переписать в следующем виде: 
 

Z

(1)

(2)

(3)

E 

A a

C B c bU BU C 

U A U a 

U b Uc

IA

IB

IC 

I a 

Ic Ib

a

c Z b 

A

EB

EC N n 
UnN 

Рис. 12.4
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aaaA UYII ��� == ; bbbB UYII ��� == ; cccC UYII ��� == . 
На основании первого закона Кирхгофа геометрическая сумма токов 

cba II,I ��� и  будет равна нулю. 
Уравнение 0=++ cba III ���  дает возможность проверить правильность 

решения. 
Топографическую диаграмму строят в два этапа: 
1. Построение топографической диаграммы напряжений генератора. 
2. Построение топографической диаграммы напряжений приемника. 

Напряжение – разность потенциалов между двумя точками. Если известна 
картина распределения потенциалов различных точек схемы на комплексной 
плоскости, то, соединив две соответствующие точки, можно получить вектор 
нужного напряжения. Если сопротивлением линии пренебрегаем, то на схеме 
замещения начала фаз генератора и приемника коротко соединены между со-
бой, тогда потенциалы их будут одинаковы. Точки А  и a , B  и b , C  и c  на 
комплексной плоскости совпадают. Между нейтральными точками генерато-
ра N  и приемника n  возникает напряжение nNU� . Точка n  на комплексной 
плоскости смещена относительно точки N . Поэтому напряжение nNU�  назы-
вают напряжением смещения нейтрали. Точку n  получим, построив вектор 

nNU� . Соединив точки, соответствующие началам и концам фаз приемника, 
получим векторы фазных напряжений приемника ba U,U ��  и cU� . Система фаз-
ных напряжений приемника несимметрична. Векторная диаграмма токов за-
висит от нагрузки. 

 
Приемник симметричный 

Если приемник симметричный ( ),YYYY,ZZZZ cbacba ======  
формула напряжения между двумя узлами может быть записана в виде 

 
( ) 0

3
=

++
=

Y
EEEYU CBA

nN
���� . 

 
Напряжение между нейтральными точками генератора и приемника не 

возникает. 
Напряжения генератора и приемника соответственно равны. Линейные 

и фазные токи равны по величине и сдвинуты по фазе относительно друг 
друга на угол °120 : 

 

a

A
aA Z

UII
��� == ; °−= 120e j

AB II �� ; °= 120e j
AC II �� . 
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Векторно-топографическая диаграмма для случая активно-
индуктивной нагрузки построена на рис. 12.5. 
 
 

 
 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. По каким законам вычисляют токи при соединении фаз приемника 
треугольником? 

2. Чему равно напряжение на фазе приемника при соединении его тре-
угольником? 

3. Каков порядок построения векторно-топографической диаграммы 
при соединении фаз приемника треугольником? 

4. Каково соотношение фазного и линейного токов при симметричном 
приемнике, соединенном треугольником? 

5. Каким методом рассчитывают токи при соединении звездой трех-
проводной? 

6. Что назвали напряжением смещения нейтрали? 
7. Каков порядок построения векторно-топографической диаграммы 

при несимметричном приемнике? 
8. Чему равно напряжение на фазе симметричного приемника при со-

единении звездой трехпроводной? 

UCA
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UBC

C c B b

A a

IC
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IA
ϕ

Рис. 12.5 
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(продолжение) 
 

План лекции 
 

1. Соединение звездой четырехпроводной с нейтральным проводом без 
сопротивления 
2. Мощности трехфазных цепей 
3. Способы измерения активной мощности 

 
11..  ССооееддииннееннииее  ззввееззддоойй  ччееттыыррееххппррооввоодднноойй    

сс  ннееййттррааллььнныымм  ппррооввооддоомм  ббеезз  ссооппррооттииввллеенниияя..  
 
Схема замещения анализируемой цепи приведена на рис. 13.1. 
По известным значениям напряжения генератора и сопротивлений фаз 

приемника нужно вычислить фазные и линейные токи, а также ток в ней-
тральном проводе, соединяющем нейтральные точки генератора и приемни-
ка. 

 
1.Приемник несимметричный 

Из схемы видно, что при соединении фаз приемника звездой фазные и 
линейные токи соответственно равны между собой, например aA II �� = . 

Нейтральный провод с нулевым сопротивлением соединяет нейтраль-
ные точки генератора и приемника, следовательно, их потенциалы равны 
между собой: nN VV �� = . 

Если сопротивлением линии пренебрегают, то потенциалы начал фаз 
генератора и приёмника одинаковы: cCbBaA VV;VV;VV ������ === . Поэтому фазные 

C
a
A
E
Z
Z
E

C
a
A
E
Z
Z
E

C 
a 
A 
E 
Z 
Z 
E 

C 
a 
A 
E 
Z 
Z 
E 

C 
a 
A 
E 
Z 
Z 
E 

C 
a 
A 
E 
Z 
Z 
E 

B c bU B U C 

UA U a 

U b Uc 

IA

IB
IC

I a 

Ic Ib

InN

a 

c Z b

A 

EB

E C N n 

Рис. 13.1 



ЛЕКЦИЯ 13. РАСЧЕТ ТРЕХФАЗНЫХ ЦЕПЕЙ 
1. Соединение звездой четырехпроводной  с нейтральным проводом без сопротивления. 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -85- 
 

напряжения генератора и приёмника соответственно равны: 
cCbBаА UU;UU;UU ������ === . 

Линейные и фазные токи определяют по закону Ома: 
 

c

C
cC

b

B
bB

a

A
aA Z

UII;
Z
UII;

Z
UII

��������� ====== . 

 
Ток в нейтральном проводе cbanN IIII ���� ++=  зависит не только  от ха-

рактера и величины сопротивлений фаз, но и от схемы их включения. При 
перемене местами нагрузок двух фаз ток нейтрального провода может изме-
ниться в несколько раз. 

Топографические диаграммы напряжений генератора и приемника сов-
падают. Нейтральный провод обеспечивает симметрию фазных напряжений 
приемника при несимметричной нагрузке. 

Векторы фазных токов ориентируют относительно векторов соответст-
вующих фазных напряжений приемника в зависимости от нагрузки фаз. 

Вектор тока в нейтральном проводе nNI�  получают как геометрическую 
сумму векторов фазных токов. 

 
2. Приемник симметричный 

Если приемник симметричный, токи в фазах и линиях равны между со-
бой по величине и сдвинуты относительно друг друга по фазе на °120 . Дос-
таточно вычислить только один ток: 

a

A
aA Z

UII
��� == . 

 

Тогда bB II �� = A
j

a IaI �� 2120e == °− ; A
j

AcC IaIII ���� === °120e . 
 

Ток в нейтральном проводе 0=++= cbanN IIII ���� . 
 

22..  ММоощщннооссттии  ттррееххффааззнныыхх  ццееппеейй  
 
В трехфазных цепях различают те же мощности, что и в однофазных: 

мгновенную р, активную Р, реактивную Q  и полную S . 
Мощности р, Р и Q находят как суммы мощностей трех фаз: ∑= фрр ; 

∑= фРР ; ∑= фQQ . 
Мощности каждой фазы вычисляют по известным формулам. 
Потребляемой является активная мощность. Активную мощность фазы 

проще всего определить по формуле фффф cosϕ= IUР  или 2
ффф IRР = . 

Реактивную мощность фазы ищут следующим образом: 
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фффф sinϕ= IUQ  или 2
ффф IХQ = . 

 
Полную мощность трехфазной цепи вычисляют как гипотенузу сум-

марного треугольника мощностей: 
 

( ) ( )2ф
2

ф
22 ∑∑ +=+= QPQPS . 

 
При симметричной нагрузке мощности фаз одинаковы, поэтому 

 

фффф cosI33 ϕ== UPP ; фффф sin33 ϕ== IUQQ . 
 

При соединении звездой 
3
л

ф
UU =  и лф II = , а при соединении тре-

угольником лф UU =  и 
3
л

ф
II = . Поэтому независимо от схемы соединения 

фаз приемника можно получить одинаковые формулы мощностей, вычис-
ленных через линейные напряжения и токи: 

 

флл cos3 ϕ= IUР ; л л ф3 sinQ U I= ϕ ; лл
22 3 IUQPS =+= . 

 
 

33..  ССппооссооббыы  ииззммеерреенниияя  ааккттииввнноойй  ммоощщннооссттии  
 
Для измерения активной мощности  используют ваттметры. Число 

ваттметров и способ их включения зависят от способа соединения фаз при-
емника и от их параметров. 

Ваттметр показывает активную мощность, которую вычисляют по 
формуле 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅= WWWWW IUIUP ��

^
cos  или ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅==

*

WWWW IUSP �ReRe , 

 
где WU  и WI  – действующие значения напряжения на ваттметре и тока 
в нем. 

Угол сдвига фаз между ними соответствует одинаковым положитель-
ным направлениям WU�  и WI�  относительно зажимов, отмеченных звездочка-
ми. 

Количество и способ включения ваттметров зависят от нагрузки и ха-
рактеристики цепи. 

 
Способ одного ваттметра 

Применяют при симметричной нагрузке. Ваттметр подключают таким 
образом, чтобы он измерял фазные напряжение и ток (рис. 13.2, а и б). Чтобы 
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найти потребляемую трехфазным приемником мощность, показание ваттмет-
ра утраивают. 

 

 
Часто фаза приемника недоступна. В четырехпроводной цепи ваттметр 

можно подключить так, как показано на рис. 13.3, потому что линейные и 
фазные токи соответственно одинаковы. 

В трехпроводной цепи можно создать искусственную нейтральную 
точку (рис. 13.4). Добавочное сопротивление дR  должно быть равно сопро-
тивлению обмотки напряжения ваттметра (порядка нескольких кОм). 

 
 

 
 

Способ двух ваттметров 
Применяют в трехпроводной цепи при несимметричной нагрузке. Схе-

ма подключения ваттметров показана на рис. 13.5. Сумма показаний ватт-
метров равна потребляемой цепью мощности. Проще это можно доказать для 
комплексной мощности. Активная мощность является действительной со-
ставляющей комплексной мощности. 

Рис. 13.2 
а 

B 

C

W
*

*

n

Z

ZZ
N

б

B
C

*
* 

Z

Z
Z

W 

A A

*
A

B

C

W

Симметричный
 приемник

*

RД R Д

Рис. 13.4 

*
A

B

C

N

Рис. 13.3 

W 

Симметричный
 приемник

*
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Комплексная мощность 
 

( ) ( ) =−+−=⋅+⋅=+=
*

CBCABA

*

CCB

*

AABWW IUUIUUIUIUSSS ������
*

21
 

 
*

CC

*

C

*

AB

*

AA IUIIUIU ��� +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+= . 

 
По первому закону Кирхгофа 0=++ CBA III ��� , следовательно 

0=++
*

C

*

B

*

A III . 

Отсюда 
*

C

*

A

*

B III −−= . 

Тогда CBA

*

CC

*

BB

*

AAWW SSSIUIUIUSSS ++=⋅+⋅+⋅=+= ���
21

. 
 
Этот метод наиболее распространен на практике. 
 

Способ трех ваттметров 
Применяют в четырехпроводной цепи при несимметричной нагрузке. 

Каждый ваттметр измеряет активную мощность одной фазы  
(см. рис. 13.2, а, б). Мощность системы определяют как сумму показаний 
ваттметров. Метод громоздкий и неудобный. 

 
Измерение трехфазным ваттметром 

Представляет из себя конструктивное сочетание трех однофазных 
ваттметров. Суммирование их показаний происходит автоматически. 

 
 
 

Применение измерительных комплексов 

*
A

B

C

Рис. 13.5

W1*

*

W2*

Z

AI�

BI�

CI�  
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Представляется наиболее удобным. Измерительные комплексы снаб-
жены амперметром, вольтметром и ваттметром. При переключении тумблера 
происходит подключение измерительных приборов на разные фазы. 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Чему равно напряжение на фазе приемника при соединении звездой 

четырехпроводной с нейтральным проводом без сопротивления? 
2. Как вычислить ток в нейтральном проводе? 
3. Каков алгоритм построения векторно-топографической диаграммы 

при соединении звездой четырехпроводной с нейтральным проводом без со-
противления? 

4. Какие мощности различают в трехфазных цепях? 
5. Какие способы измерения активной мощности вы знаете? 
6. В каких цепях для измерения активной мощности применяют метод 

двух ваттметров? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  1144  
ЭЭЛЛЕЕККТТРРИИЧЧЕЕССККИИЕЕ  ЦЦЕЕППИИ    

ППРРИИ  ННЕЕССИИННУУССООИИДДААЛЛЬЬННЫЫХХ  ППЕЕРРИИООДДИИЧЧЕЕССККИИХХ  
ВВООЗЗДДЕЕЙЙССТТВВИИЯЯХХ  

 
План лекции 

 
1. Причины возникновения 
2. Способы изображения несинусоидальных периодических функций 
3. Действующие значения несинусоидальных периодических токов и 

напряжений 
4. Коэффициенты, характеризующие периодические несинусоидальные 

функции 
5. Мощности в цепях несинусоидального тока 
6. Расчет однофазных цепей при несинусоидальных периодических 

воздействиях 
 

11..  ППррииччиинныы  ввооззннииккннооввеенниияя  
 
1. Несовершенство промышленных генераторов электрической энер-

гии. 
2. Существование генераторов специальных, отличных от синусоиды, 

форм сигналов. 
3. Наличие в цепях нелинейных элементов, искажающих форму сину-

соидальных кривых электрических величин. 
 

22..  ССппооссооббыы  ииззооббрраажжеенниияя  ннеессииннууссооииддааллььнныыхх  
  ппееррииооддииччеессккиихх  ффууннккцциийй  

 
1. Графический (рис. 14.1). 

 

 Рис. 14.1 

ω t 

)( ωtf  
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2. Аналитический. Если периодическая функция удовлетворяет усло-
вию Дирихле (на всяком конечном интервале имеет конечное число разрывов 
первого рода и конечное число экстремумов), то ее можно разложить в ряд 
Фурье: 

 
( ) ( ) ( )+++++= 22110 ψ2ωsinψωsinω tAtAAtf mm  

 
( ) …… +++ kkm tkA ψωsin , 

 
где 0А  – постоянная составляющая ряда; ( )kkm tкА ψωsin +  – гармоническая 
составляющая, меняющаяся с частотой ωk . 

Ряд Фурье можно записать следующим образом: 
 

∑
∞

=
++=

1
0 )ψωsin()(ω

k
kkm tkAAtf . 

 
Совокупность гармонических составляющих несинусоидальной перио-

дической функции называют ее дискретным частотным спектром. 
Первую гармонику ряда ( )11 ψωsin +tA m  называют основной, осталь-

ные – высшими. 
В зависимости от допустимой точности расчетов частью высших гар-

моник пренебрегают. При разложении в ряд Фурье часть слагаемых может 
обращаться в нуль. 

Так как гармоники изменяются с разной частотой, на графиках мас-
штаб по оси абсцисс для каждого слагаемого ряда разный (рис. 14.2). 

 

 
 
Все электрические машины обычно выполняют с симметричными маг-

нитными системами. При разложении в ряд Фурье функций, симметричных 
относительно оси абсцисс, постоянная составляющая и все четные гармоники 
обращаются в нуль. 

ω t

Рис. 14.2 

)1(1 tf ω

)1(3 tf ω
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33..  ДДееййссттввууюющщииее  ззннааччеенниияя  ннеессииннууссооииддааллььнныыхх  
  ппееррииооддииччеессккиихх  ттооккоовв  ии  ннааппрряяжжеенниийй  

 
Понятие действующего значения, как и в цепях синусоидального тока, 

основано на сравнении по тепловому действию с постоянным током. 
Действующее значение тока  
 

∫=
T

ti
T

I
0

2 d1
 . 

 
Несинусоидальную кривую тока разлагают в ряд Фурье: 

 
( ) ( ) ( ) …+++++++=

321
ψ3ωsinψ2ωsinψωsin 3210 imimim tItItIIi  . 

 
После подстановки и соответствующих преобразований получим 
 

…++++= 2
3

2
2

2
1

2
0 IIIII ; 

 
Действующее значение несинусоидального тока равно корню квадрат-

ному из суммы квадратов действующих значений токов всех слагаемых ряда. 
Действующие значения напряжения и ЭДС определяют аналогично: 

…++++= 2
3

2
2

2
1

2
0 UUUUU ; 

 

…++++= 2
3

2
2

2
1

2
0 EEEEE  . 

 
Реальные источники энергии не могут вырабатывать ЭДС и токи, ме-

няющиеся строго по синусоидальному закону. На практике говорят о практи-
ческих синусоидах токов и напряжений. 

Практической синусоидой называют такую кривую, у которой разность 
между соответствующими точками кри-
вой и ее первой гармоники не превыша-
ет 5 % от максимального значения  
(рис. 14.3). 

При расчете цепей несинусои-
дального тока, если позволяет требуемая 
точность, нередко несинусоидальные 
кривые заменяют эквивалентными им 
синусоидами. 

Действующие значения несину-
соидальной кривой и эквивалентной ей 
синусоиды одинаковы. 

 

ωt

Аmax 

π

Δ ≤ 5 % Αmax

Рис. 14.3 
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44..  ККооээффффииццииееннттыы,,  ххааррааккттееррииззууюющщииее  ппееррииооддииччеессккииее  
ннеессииннууссооииддааллььнныыее  ффууннккццииии  

 
1. Коэффициент амплитуды определяют как отношение максимального 

значения к действующему: 
 

max
a

Аk
А

= . 

 
Для синусоиды 1,412 ==ak . 
2. Коэффициент искажения – это отношение действующего значения 

основной гармоники к действующему значению всей кривой: 
 

A
Aku

1= . 

Для синусоиды 1=uk . 
3. Коэффициент формы – это отношение действующего к среднему по 

модулю значению: 

ср
ф А

Аk = . 

 

Для синусоиды 11,1
22

π
ф ==k . 

 
Среднее по модулю значение зависит от углов kψ  и определяется по 

формуле: 

( ) ( )∫=
2π

0
ср ωdω

2π
1 ttfА . 

Если функция не содержит постоянной составляющей и четных гармо-
ник и не изменяет знака в течение каждого полупериода, то для нахождения 
срА  можно воспользоваться следующим  выражением: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++= …553311ср ψcos

5
1ψcos

3
1ψcos

π
2

mmm AAАА . 

 
55..  ММоощщннооссттии  вв  ццееппяяхх  ннеессииннууссооииддааллььннооггоо  ттооккаа  

 
Активная мощность – это среднее значение мощности за период: 

∫=
T

tiu
T

P
0

d1
. 

 
Пусть ( ) ( ) …+++++= 22110 ψ2ωsinψωsin tUtUUu mm ;  
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( ) ( ) …+−++−++= 2221110 φψ2ωsinφψωsin tItIIi mm  . 
 
После подстановки и соответствующих преобразований получим 
 

…+ϕ+ϕ+= 22211100 coscos IUIUIUP . 
 

Очевидно, что активную мощность получают суммированием актив-
ных мощностей всех подсхем: 
 

…… ++++= kPPPPP 210  . 
 

Реактивную мощность вычисляют суммированием реактивных мощно-
стей подсхем с синусоидальными токами: 
 

…… +++= kQQQQ 21  . 
 

Полную мощность определяют как произведение действующих значе-
ний напряжения и тока в схеме: S = UI. 

Эти три мощности, в отличие от цепей синусоидального тока, обычно 
не образуют прямоугольный треугольник: 
 

222 QPS +≥ . 
 

Величину 222 QPST −−=  называют мощностью искажения. 
Отношение активной мощности к полной называют коэффициентом 

мощности и иногда приравнивают косинусу некоторого условного угла θ :  
 

θcosχ ==
S
P

. 

 
Углу θ  можно дать графическую интерпретацию, 

пользуясь понятиями эквивалентных синусоид тока и на-
пряжения, действующие значения которых равны дейст-
вующим значениям несинусоидальных величин (рис. 14.4). 
Угол сдвига фаз между эквивалентными синусоидами тока 
и напряжения будет равен условному углу θ  в случае, если 
мощность, вычисляемая по формуле θcosээIUP = , будет 
равна мощности, потребляемой цепью несинусоидального 
тока. 
 

66..  РРаассччеетт  ооддннооффааззнныыхх  ццееппеейй  ппррии  ннеессииннууссооииддааллььнныыхх    
ппееррииооддииччеессккиихх  ввооззддееййссттввиияяхх  

 
Источник несинусоидальной ЭДС представим как ряд последовательно 

соединенных источников ЭДС (рис. 14.5, а). Источник несинусоидального 

ЭU 

ЭIθ

Рис. 14.4 
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тока – как ряд параллельно соединенных источников тока с разной частотой 
(рис. 14.5, б). 

 
При расчете применяют метод наложения. Рационально разбить схему 

на столько подсхем, сколько частот получается при разложении в ряд Фурье 
несинусоидальных ЭДС и токов. Подсхемы отличаются друг от друга не 
только источниками энергии, но и величинами реактивных сопротивлений, 
которые зависят от частоты: 

 

ωкLX кL =   и  ⋅=
Cω
1
к

X кC  

 
Индуктивная катушка сглаживает кривые тока. Конденсатор увеличи-

вает пульсацию кривой. 
Определим требуемые по условию величины в подсхемах. 
Найдем нужные величины в исходной схеме. 
Мгновенные значения токов   и напряжений в схеме получают сумми-

рованием соответствующих мгновенных значений в подсхемах. Действую-
щие значения токов, напряжений и ЭДС определяют через соответствующие 
действующие значения в подсхемах по формулам: 

 
…… ++++= 22

2
2
1

2
0 kIIIII ; 

 
…… ++++= 22

2
2
1

2
0 kUUUUU ; 

 
…… +++++= 22

2
2
1

2
0 kЕЕЕЕЕ  . 

 
Активная мощность 
 

…… +++++= kPPPPP 210  . 

e(t) e 1 

e 2 

E 0 

i(t) J 0 i 1 i 2

Рис. 14. 5
б а 
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Приборы разных электроизмерительных систем реагируют на разные 
значения несинусоидальных периодических электрических величин. 

Приборы электромагнитной и электродинамической систем показыва-
ют действующие значения, магнитоэлектрической системы – постоянную со-
ставляющую, магнитоэлектрической с выпрямителем – среднее по модулю 
значение. 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Каковы причины возникновения несинусоидальных периодических 

токов и напряжений? 
2. Что представляет собой ряд Фурье? 
3. Что называют дискретным частотным спектром? 
4. Чему равно действующее значение несинусоидальной периодиче-

ской функции? 
5. Что называют практической синусоидой? 
6. Что называют эквивалентной синусоидой? 
7. Как вычисляют активную, реактивную и полную мощности в цепях  

с несинусоидальными периодическими воздействиями? 
8. Что называют мощностью искажения? 
9. Какой метод используют для расчета цепей при несинусоидальных 

периодических воздействиях? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  1155  
ККЛЛААССССИИЧЧЕЕССККИИЙЙ  ММЕЕТТООДД  РРААССЧЧЕЕТТАА    

ППЕЕРРЕЕХХООДДННЫЫХХ  ППРРООЦЦЕЕССССООВВ  
 

План лекции 
 

1. Основные понятия. Законы коммутации 
2. Суть классического метода расчета переходных процессов 
3. Подключение реального конденсатора к источнику постоянного на-

пряжения 
4. Определение длительности переходного процесса 
 

11..  ООссннооввнныыее  ппоонняяттиияя..  ЗЗааккоонныы  ккооммммууттааццииии  
 
В повседневной жизни мы постоянно наблюдаем явления, которые по-

казывают, что не во всех электрических цепях возможно мгновенное измене-
ние режима работы. Например, телевизор или радиоприемник продолжают 
некоторое время работать после отключения от источника энергии. 

В школьном курсе физики обычно демонстрируют следующий опыт.  
К источнику энергии подключают две параллельные ветви, в одной из кото-
рых находится лампочка накаливания, в другой – лампочка накаливания и 
индуктивная катушка. После замыкания ключа первая лампочка загорается 
мгновенно, вторая – постепенно. 

Эти опыты свидетельствуют о том, что в цепях с реактивными элемен-
тами невозможно мгновенное изменение режима работы. Ранее мы изучали 
установившиеся режимы. Если в электрической цепи есть конденсаторы и 
индуктивные катушки, то при переходе от  одного установившегося режима 
к другому наблюдается переходный процесс. Сам процесс изменения режима 
работы цепи (включение или выключение рубильника) в электротехнике на-
зывают коммутацией.  

Последовательность событий такова: установившийся режим → ком-
мутация → переходный процесс → новый установившийся режим. 

Переходные процессы подчиняются двум законам коммутации. 
Первый закон коммутации: ток в ветви с индуктивной катушкой не 

может измениться скачком. 
Принято считать, что коммутация происходит мгновенно во время 

0=t . Поэтому при рассмотрении переходных процессов различают два нуле-
вых момента времени: −= 0t , когда коммутация еще не произошла, и 

+= 0t после коммутации. 
Тогда первый закон коммутации можно сформулировать следующим 

образом: ток в индуктивной катушке до коммутации равен току в момент, 
наступивший сразу после коммутации, т. е. )0()0( +=− LL ii . 
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Второй закон коммутации: напряжение на конденсаторе не может из-
мениться скачком. 

Либо: )0()0( +=− СС uu . 
Можно дать энергетическое обоснование законов коммутации. Энер-

гию магнитного поля индуктивной катушки определяют по формуле 

2

2

M
LLiW = . Мощность 

t
WР
d

d М
М = . 

Если ток Li  изменится скачком, то и MW  изменится скачком. Тогда 
мощность магнитного поля катушки будет равна бесконечности, что невоз-
можно, так как не существуют реальные источники энергии с бесконечно 
большой мощностью. 

Энергия электрического поля конденсатора 
2

2

Э
СCuW = , мощность 

t
WР
d

d Э
Э = . Если напряжение Сu  изменится скачком, то ЭW  изменится скач-

ком, ∞=ЭР , что невозможно. 
Можно провести доказательства исходя из противного и на основании 

формул 
t

iLu L
L d

d
= , 

t
uCi С

С d
d

= . 

Изучение переходных процессов очень важно, так как они положены в 
основу принципа действия некоторых устройств и аппаратов. Быстродейст-
вие современных ЭВМ таково, что в них практически нет установившихся 
режимов. 

Кроме того, во время переходного процесса могут возникать токи и на-
пряжения большие, чем при установившемся режиме. Электрическая цепь, 
пригодная для номинального режима работы, может выйти из строя при под-
ключении к источнику энергии. 

 
22..  ССууттьь  ккллаассссииччеессккооггоо  ммееттооддаа  рраассччееттаа    

ппееррееххоодднныыхх  ппррооццеессссоовв  
 
Составим систему уравнений электрического состояния в дифференци-

альной форме для схемы замещения электрической цепи. 
Как известно из математики, решение полученной системы линейных 

дифференциальных неоднородных уравнений есть сумма двух слагаемых: 
частного решения неоднородных уравнений и общего решения однородных 
уравнений. 

В качестве частного решения берут принужденный режим, вызывае-
мый внешними источниками энергии. Составляющие токов и напряжений, 
найденные в результате частного решения неоднородных уравнений, назы-
вают принужденными: прпр , ui . 
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Общее решение однородного уравнения характеризует процессы, про-
исходящие в цепи при отсутствии  внешних источников энергии. В учебни-
ках и в лекциях можно встретить утверждение, что эти процессы происходят 
за счет энергии, запасенной в магнитном поле катушки и электрическом поле 
конденсатора. Но это неверно, так как переходные процессы происходят и 
при отсутствии  этих запасов энергии. Например, при подключении незаря-
женного конденсатора к источнику энергии.  

Эти процессы происходят за счет изменения энергии магнитного поля 
катушки и электрического поля конденсатора. 

Составляющие токов и напряжений, найденные в результате общего 
решения однородных уравнений, называют свободными: свсв , ui . Свободные 
составляющие стремятся к нулю.  

Классический метод расчета переходных процессов заключается в оты-
скании закона изменения любого тока и напряжения как суммы принужден-
ной и свободной составляющих: 

 

.

;

свпр

свпр

uuu

iii

+=

+=
 

 
Когда свободные составляющие станут равны нулю, переходный про-

цесс закончится. Отсюда следует, что принужденный режим – это новый 
установившийся режим после переходного процесса. 

Далее рассмотрим классический метод расчета переходных процессов 
на ряде конкретных примеров. 

 
33..  ППооддккллююччееннииее  ррееааллььннооггоо  ккооннддееннссааттоорраа  

  кк  ииссттооччннииккуу  ппооссттоояяннннооггоо  ннааппрряяжжеенниияя  
 
Схема замещения рассматриваемой цепи приведена на рис. 15.1. 
 

1. Составим систему уравнений элек-
трического состояния. Так как схема одно-
контурная, то можно написать только одно 
уравнение по второму закону Кирхгофа: 

 
.UuRi С =+  

 
В этом уравнении во время переходного 

процесса происходит изменение двух величин: тока i и напряжения на емко-
стном элементе Сu . Напряжение Сu  подчиняется второму закону коммута-

ции, поэтому рационально выразить ток по закону Ома 
t

uCii С
С d

d
== . 

 

Рис. 15.1 
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Тогда уравнение примет вид 
 

.
d

d Uu
t

uRC С
С =+  

 
2. Ищем решение этого уравнения как сумму двух слагаемых: 

 
.свпр ССС uuu +=  

 
3. Найдем прСu . 
Теоретически переходной процесс длится бесконечно долго, поэтому 

принужденный режим рассмотрим как новый установившийся режим при 
∞=t . Конденсатор постоянный ток не пропускает ( 0пр =i ), .0пр =iR  Отсюда 

.пр UuС =  
4. Вычислим свСu . Из математики известно, что свободные состав-

ляющие меняются по экспоненциальному закону: 
 

.есв
pt

С Аu =  
 

1. Определим показатель степени р, который является корнем характе-
ристического уравнения.  

Запишем уравнение электрического состояния для свободной состав-
ляющей: 

0
d

d
св

св =+ С
С u
t

u
RC . 

 
Производной экспоненты является сама экспонента. Так как функция 

сложная, дифференцируем еще и показатель степени. 
 

В итоге производная  ptС рА
t

u
е

d
d св = . После подстановки в уравнение 

электрического состояния получаем 
 

0ee =+ ptpt ARCpA . 
 

Сократим на ptAe : 
 

.01 =+RCp  
 
Сравнив уравнение электрического состояния с характеристическим, 

делаем вывод: для получения характеристического уравнения в уравнении 
электрического состояния правую часть нужно приравнять к нулю, перемен-
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ную  величину заменить единицей, ее производную – р, вторую производ- 
ную – р2 и т. д. 

Решение характеристического уравнения позволяет определить 

RC
p 1

−= . 

Величину RC
p

=
1  обозначают τ  и называют постоянной времени. 

Показатель 
τ
1

−=p . Так как [ ]=R  Ом, [ ]
Ом
сФ ==C , то [ ] сτ = . 

 
2. Определим постоянную интегрирования А. 
Постоянные интегрирования определяют из начальных условий с ис-

пользованием законов коммутации. 
Уравнение, по которому проводим решение, справедливо для любого 

момента времени, следовательно, и для начального: 
 

).0()0()0( свпр +++=+ ССС uuu  
 

По второму закону коммутации )0()0( −=+ СС uu . До коммутации схема 
не была подключена к источнику энергии, поэтому 0)0( =−Сu . 

Принужденная составляющая в данном примере является постоянной 
величиной, значит .)0(пр UuС =+  

Свободная составляющая рt
С Аu есв =  при t = 0+ равна А. 

После подстановки получим AU +=0 . Отсюда UA −= . 

Тогда закон изменения напряжения 
t

RC
С UUu

1

e
−

−= . 
Закон изменения тока можно получить как из уравнения по второму 

закону Кирхгофа, так и из закона Ома.  
Из уравнения по второму закону Кирхгофа  

 

=
−

=
R

uUi С t
RC

t
RC

R
U

R
UUU

1
1

ee −
−

=
+−  
 

либо 
t

RC
t

RCС
R
U

RC
UC

t
uCi

11

ee
d

d −−
=== . 

 
 
Проиллюстрируем полученные уравнения графиками. 
График напряжения Сu  (см. рис. 15.2) получаем суммированием гра-

фиков прСu  и свСu . Составляющая constпр == UuС . Свободная составляю-
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щая изменяется по закону экспоненты и стремится к нулю. В начальный мо-
мент UuС −=+)0(св . 

 

 
 
График подтверждает, что напряжение на конденсаторе меняется плав-

но, что принужденный режим – это новый установившийся режим после пе-
реходного процесса. 

График изменения тока представлен на рис. 15.3. 
 

 
 

При t = 0– тока не было, при t = 0+ ток 
R
UiС = , далее он стремится к 

нулю по закону экспоненты. 
Графики будут меняться при изменении параметров схемы R и С. Ве-

личина напряжения от них не зависит. Величина тока обратно пропорцио-
нальна  сопротивлению R и не зависит от емкости С. Длительность переход-
ного процесса прямо пропорциональна значениям R и С. 

 
44..  ООппррееддееллееннииее  ддллииттееллььннооссттии    ппееррееххооддннооггоо  ппррооццеессссаа  

 
Теоретически переходный процесс длится бесконечно долго. Практи-

чески переходный процесс заканчивается через (3–5) ф. 

Рис. 15.3 

U 
R

iC 

t

U 

-U 
Рис. 15.2  

u C св

uC 

uC пр
uC 

t
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -103- 
 

Постоянная времени ф – это время, в течение которого свободные со-
ставляющие уменьшаются в е раз (см. рис. 15.4). 

 

 
 

Время τ12 =− tt , если 7,2e
2

1 ≈=
t

t

i
i

. 

Постоянной времени можно дать геометрическую интерпретацию:  
ф – это величина подкасательной к любой точке экспоненты (см. рис. 15.5). 

 

 
 
Поэтому можно определить постоянную времени по известному гра-

фику изменения свободной составляющей и неизвестных параметрах схемы. 
Длительность переходного процесса, зависящая от параметров, может 

быть различной. 
Если в схеме замещения R = 100 Ом, С = 100 мкФ, то при замыкании 

ключа конденсатор заряжается с постоянной времени 01,0τзар =  с. При раз-
мыкании ключа конденсатор будет разряжаться с ,часов28τраз ≈  т. е. кон-
денсатор будет сохранять напряжение на своих обкладках несколько суток и 
представлять собой опасность. Поэтому после окончания работы с конденса-
тором нужно использовать разрядное устройство. 

 

τ t

iсв 

Рис. 15.5 

iсв

t1 t2
Рис. 15.4
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -104- 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 
1. Какие законы коммутации вы знаете? 
2. Как доказывают законы коммутации? 
3. В чем суть классического метода расчета переходных процессов? 
4. За счет чего возникают принужденные составляющие токов и на-

пряжений? 
5. Какие процессы характеризует общее решение однородного урав-

нения? 
6. По какому закону меняются свободные составляющие? 
7. Как составить характеристическое уравнение для неразветвленной 

цепи? 
8. Сколько длится переходный процесс? 
9. Каков физический смысл постоянной времени ф? 
10. Как графически определить постоянную времени ф? 

 



 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -105- 
 

ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  1166  
ППЕЕРРЕЕХХООДДННЫЫЕЕ  ППРРООЦЦЕЕССССЫЫ  ВВ  ЦЦЕЕППЯЯХХ    
СС  ООДДННИИММ  РРЕЕААККТТИИВВННЫЫММ  ЭЭЛЛЕЕММЕЕННТТООММ  

 
План лекции 

 
1. Разряд конденсатора на резистор 
2. Подключение реальной катушки к источнику постоянного напряже-
ния 
3. Короткое замыкание индуктивной катушки 
4. Подключение реальной индуктивной катушки к источнику синусои-
дального напряжения 
5. Учет первого закона коммутации на практике 

 
11..  РРааззрряядд  ккооннддееннссааттоорраа  ннаа  ррееззииссттоорр  

 
Схема замещения рассматриваемой цепи представлена на рис. 16.1. 

 

 
 

В положении ключа 1 происходит уже рассмотренный процесс заряда 
конденсатора до напряжения источника U с постоянной времени .τ 1зар CR=  

Ток заряда конденсатора направлен от положительного зажима источ-
ника к отрицательному. 

При положении ключа 2 конденсатор разряжается на резистор сопро-
тивлением R. Ток разСi  направлен от положительно заряженной обкладки 
конденсатора. 

1. Составим уравнение электрического состояния цепи разряда кон-
денсатора: 

.0=+ СС uRi  

Подставив 
t

uCiС d
d С= , получим 

 

0
d

d
=+ С

С u
t

uRC . 

Рис. 16.1 
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1. Разряд конденсатора на резистор 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -106- 
 

Это уравнение однородное, поэтому решение содержит только одно 
слагаемое 

свСu . Принужденная составляющая 0
пр

=Сu , что очевидно, так как 
конденсатор разряжается. 

2. Свободная составляющая меняется по закону экспоненты:  
 

pt
С Аu е
св

= . 

 

Характеристическое уравнение 01 =+RСp . Отсюда 
разτ
11

−=−=
RC

p . 

 
Определим постоянную интегрирования А из начальных условий с ис-

пользованием законов коммутации: 
 

)0()0( св +=+ СС uu . 
 

Напряжение Uuu СС =−=+ )0()0( ; AuС =+)0(св . Тогда AU = . 
Напряжение на конденсаторе при его разряде меняется по закону 
 

t
RC

С Uu
1

e
−

= . 
 

Ток разряда конденсатора 
t

RCС
С R

U
R

ui
1

e
−

−=−= . Токи заряда и разряда 

конденсатора направлены противоположно. 
Графики изменения Сu  и Сi  приведены на рис. 16.2 и рис. 16.3. 
 

 
 

 

U 

u C 

t

Рис. 16.2 
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1. Разряд конденсатора на резистор 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -107- 
 

 
 
При периодическом переключении рубильника из положения 1 в по-

ложение 2 и обратно графики изменения Сu  и Сi  будут иметь вид, представ-
ленный на рис. 16.4. 

 

 
 
Если путем подбора параметров добиться, чтобы зарτ  стало много 

больше разτ , то график изменения Сu  будет иметь вид, представленный на 
рис. 16.5. 

 

 

U 
R 

t

iC 

Рис. 16.3 

Рис. 16.4 

t

iC 

uC 

u C

t

Рис. 16.5 
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1. Разряд конденсатора на резистор 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -108- 
 

В этом случае схема на рис. 16.1 будет являться простейшим генерато-
ром пилообразного напряжения (релаксационным генератором), который ис-
пользуют в качестве генератора развертки в телевизорах и осциллографах. 

В Московском политехническом музее демонстрируют телевизионный 
приемник с механической разверткой.  

Механизм механической развертки выставлен на обозрение отдельно. 
Он представляет собой отполированный до зеркального блеска винт с верти-
кальной осью, приводимый во вращение электродвигателем. Высота этого 
телевизора около полутора метров, круглый экран размером немного превы-
шает пятирублевую монету. 

Именно использование релаксационного генератора, в основу принци-
па действия которого положены переходные процессы, сделало возможным 
повсеместное применение телевизионных приемников. 

 
22..  ППооддккллююччееннииее  ррееааллььнноойй  ккааттуушшккии  

  кк  ииссттооччннииккуу  ппооссттоояяннннооггоо  ннааппрряяжжеенниияя  
 
Схема замещения анализируемой цепи приведена на рис. 16.6. 
 

 
 
1. Уравнение электрического состояния в дифференциальной форме: 

 
Uuu RL =+ . 

 
После подстановки Lu  и Ru , выраженных по закону Ома, получим 

уравнение с одной переменной: 

URi
t
iL L
L =+

d
d . 

 

URi
t
iL L
L =+

d
d . 

 
2. Решение этого уравнения является суммой двух слагаемых: 

 
свпр LLL iii += . 

Рис. 16.6 
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2. Подключение реальной катушки  к источнику постоянного напряжения 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -109- 
 

3. Найдем прLi  в схеме при ∞=t . Индуктивный элемент не оказывает 
сопротивления постоянному току, вместо него будет закоротка. Тогда 

R
UiL =пр . 

 
4. Вычислим свLi  по закону экспоненты: 
 

pt
L Аi есв = . 

 
Составим характеристическое уравнение для определения p: 
 

0Lp R+ = . 
 

Отсюда 
L
Rp −= . Постоянная времени 

R
L

p
==

1τ . 

 
Так как [L] = Гн = Омс ⋅ , то[ф] = с. 
Определим постоянную интегрирования А из начальных условий с 

использованием законов коммутации. 
В начальный момент времени 
 

)0()0()0( свпр +++=+ LLL iii . 
По первому закону коммутации )0()0( −=+ LL ii . До коммутации схема 

не была подключена к источнику энергии, поэтому 0)0( =−Li . 

Принужденная составляющая 
R
UiL =пр  – постоянная величина. Сво-

бодная составляющая в начальный момент .)0(св АiL =+  
 

После подстановки получим A
R
U

+=0 . Отсюда 
R
UA −= . 

 

Тогда закон изменения тока 
t

L
R

L R
U

R
Ui

−
−= e . 

 

Закон изменения напряжения 
t

L
R

LR UURiu
−

−== e . 
 

Закон изменения напряжения 
t

L
Rt

L
R

L
L U

L
R

R
UL

t
iLu

−−
=⋅== ee

d
d . 

 

В любой момент времени UUUUuu
t

L
Rt

L
R

LR =+−=+
−−

ee . 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -110- 
 

Проиллюстрируем полученные законы изменения электрических вели-
чин графиками. 

График тока Li  (см. рис. 16.7) получаем как сумму графиков прLi  и свLi . 

Составляющая тока constпр ==
R
UiL . Свободная составляющая меняется по 

закону экспоненты и стремится к нулю. В начальный момент 
R
UiL −=+)0(св . 

 
 

Из графика видно, что ток в индуктивной катушке меняется плавно и 
стремится к принужденной составляющей. 

Графики изменения напряжений Ru  и Lu  приведены на рис. 16.8. 
 

 
 

График Ru  аналогичен графику тока Li , так как LR Riu = . 
Напряжение Lu  в начальный момент возрастает скачком до величины 

входного напряжения, а затем по экспоненциальному закону уменьшается до 
нуля. 

Рационально самостоятельно проанализировать, как будут изменяться 
графики при перемене значений R и L. 

 
33..  ККооррооттккооее  ззааммыыккааннииее  ииннддууккттииввнноойй  ккааттуушшккии  

 
Схема замещения анализируемой цепи изображена на рис. 16.9. 

Рис. 16.7 

Рис. 16.8 
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3. Короткое замыкание индуктивной катушки 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -111- 
 

До замыкания ключа в индуктивной 
катушке был ток от источника энергии. 
После коммутации входной ток будет за-
мыкаться по закоротке. Ток в индуктивной 
катушке не может исчезнуть мгновенно. 
Он будет замыкаться по пути наименьшего 
сопротивления, т. е. по закоротке.  

Закон изменения тока 
t

L
R

L RR
Ui

−

+
= e

1
. График изменения тока 

показан на рис. 16.10. 
 

 
 

44..  ППооддккллююччееннииее  ррееааллььнноойй  ииннддууккттииввнноойй  ккааттуушшккии  
  кк  ииссттооччннииккуу  ссииннууссооииддааллььннооггоо  ннааппрряяжжеенниияя  

 
Схема замещения рассматриваемой цепи изображена на рис. 16.11. 

Входное напряжение )ψωsin( um tUu += . 
 

 
 

1. Уравнение электрического состояния в дифференциальной форме: 

uRi
t

iL L
L =+

d
d . 

2. Закон изменения тока Li  находим как сумму двух слагаемых: 
свпр LLL iii += . 

 

Рис. 16.10 

U 
R1 +R

t

iL 

Рис. 16.9 

Рис. 16.11 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -112- 
 

3. Найдем ток прLi , который меняется по синусоидальному закону: 
 

( ) ( )прпрпрпр ψωsinφψωsin iLmuLmL tItIi +=−+= . 
 

Проведем расчет для комплексов максимальных значений: 
 

прee
e
e

пр
)(

nрпр
iu

u j
Lm

j
Lmj

j
mm

Lm II
Z

U
jLR

UI ψϕ−ψ
ϕ

ψ

===
ω+

=
�� . 

 
4. Вычислим свLi  по закону экспоненты: pt

L Ai eсв = . 
Характеристическое уравнение 0=+ RLp  дает решение: 

 

L
Rp −= . 

 
Определим постоянную интегрирования А. 
В начальный момент времени ).0()0()0( свпр +++=+ LLL iii  

 

По первому закону коммутации ).0()0( −=+ LL ii  До коммутации схема 
не была подключена к источнику энергии, поэтому .0)0( =−Li  Принужден-
ная составляющая в начальный момент .ψsin)0( прпрпр iLmL Ii =+  Это кон-
кретное значение тока. Свободная составляющая в начальный момент 

AiL =+)0(св . 
После подстановки  получим 

 
.ψsin0 прпр AI iLm +=  

 
Отсюда прпр ψsin iLmIА −= , т.е. )0(пр +Li  и )0(св +Li  равны и противопо-

ложны. Тогда закон изменения тока 
 

t
L
R

iLmiLmL ItIi
−

ψ−ψ+ω= esin)sin( прпрпрпр . 
 

График тока Li  (см. рис. 16.12) получаем как сумму графиков прLi  и 

свLi . Составляющая тока прLi  меняется по синусоидальному закону. На 
рис. 16.12 начальная фаза ,0ψ пр >i  поэтому синусоида смещена влево. Сво-
бодная составляющая меняется по закону экспоненты и стремится к нулю.  
В начальный момент )0()0( прсв +−=+ LL ii . 

График подтверждает плавное изменение тока в индуктивной катушке. 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -113- 
 

 
 
Если 0ψ пр =i , свободная составляющая не возникнет и переходного 

процесса не будет. 
В те промежутки времени, когда прLi  и свLi  имеют одинаковые знаки, 

ток Li  имеет значения, большие задаваемых источником. Говорят об удар-
ном токе .удI , который может достигать значения пр2 LmI . 

 
55..  УУччеетт  ппееррввооггоо  ззааккооннаа  ккооммммууттааццииии  ннаа  ппррааккттииккее  

 
Рассмотрим, что произойдет, если ключ разомкнуть. Ток Li  не может 

измениться скачком. В момент, наступивший сразу после коммутации, ток 
останется тем же, что и до коммутации. На месте разрыва возникает перена-
пряжение, так как сопротивление воздушного промежутка велико. Это при-
водит к пробою, появляется искрение (электрическая дуга), портящее обору-
дование. 

Ситуация ухудшается, если к зажимам 
индуктивной катушки подключен вольтметр 
(см. рис. 16.13). 

Сопротивление вольтметра велико,  
ток в нем при нормальной работе мал. При 
размыкании ключа большой ток индуктив-
ной катушки, который не может измениться 
скачком, будет замыкаться через вольтметр, 
сопротивление которого все же меньше, чем 
у воздушного промежутка. 

На вольтметре возникает перенапря-
жение, прибор может выйти из строя. Такое же напряжение будет и на ин-
дуктивной катушке, что может привести к пробою ее изоляции. 

Рис. 16.12 

Рис. 16.13 Рис. 16.13 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -114- 
 

Поэтому нельзя отключать незашунтированную катушку с током. Сна-
чала нужно убрать напряжение либо параллельно подключить ветвь для за-
мыкания тока катушки. 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Какова простейшая схема генератора пилообразного напряжения? 
2. Как необходимо учитывать первый закон коммутации на практике? 
3. Какой закон коммутации выполняется в RL-цепях? 
4. Какой режим работы цепи назвали принужденным? 
5. Как определить постоянную интегрирования? 
6. Как изменяются графики LRL uui и,,  при изменении значений R и 

L? 
7. Каково перераспределение токов после короткого замыкания ин-

дуктивной катушки? 
8. Чем принципиально отличаются законы изменения тока при под-

ключении индуктивной катушки к источникам постоянного и синусоидаль-
ного напряжения? 

9. В каком случае при подключении индуктивной катушки к источни-
ку синусоидального напряжения переходный процесс не возникает? 

10. Какой ток называют ударным? 



 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -115- 
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ППЕЕРРЕЕХХООДДННЫЫЕЕ  ППРРООЦЦЕЕССССЫЫ  ВВ  ЦЦЕЕППЯЯХХ    

СС  ДДВВУУММЯЯ  РРЕЕААККТТИИВВННЫЫММИИ  ЭЭЛЛЕЕММЕЕННТТААММИИ  
 

План лекции 
 
1. Подключение цепи с последовательным соединением реальной ин-
дуктивной катушки и конденсатора к источнику постоянного напряже-
ния 
2. Апериодический переходный процесс 
3. Критический переходный процесс 
4. Колебательный переходный процесс 

 
11..  ППооддккллююччееннииее  ццееппии  сс  ппооссллееддооввааттееллььнныымм  ссооееддииннееннииеемм  

  ррееааллььнноойй  ииннддууккттииввнноойй  ккааттуушшккии  ии  ккооннддееннссааттоорраа    
кк  ииссттооччннииккуу  ппооссттоояяннннооггоо  ннааппрряяжжеенниияя  

 
 

Схема замещения анализируе-
мой цепи представлена на рис. 17.1. 

1. Уравнение электрического 
состояния в дифференциальной 
форме: 

UuRi
t
iL С =++

d
d . 

 
В уравнение входят две изменяющиеся величины. Более рационально 

сначала искать закон изменения напряжения Сu . 
Подставив в уравнение состояния 

 

t
uCii С

С d
d

==  и 2

2

d
d

d
d

d
d

t
uC

t
i

t
i СС == , 

 
получим 

Uu
t

uRC
t
uLC С

СС =++
d

d
d

d
2

2
. 

 
После деления на LC уравнение примет вид 

 

LC
Uu

LCt
u

L
R

t
u

С
СС =++

1
d

d
d

d
2

2
. 

 
2. Ищем закон изменения  напряжения Сu  как сумму двух слагаемых: 

Рис. 17.1 
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свпр ССС uuu += . 
3. Найдем принужденную составляющую прСu . После окончания пере-

ходного процесса )( ∞=t  конденсатор постоянный ток не пропускает 
)0( пр =i . Поэтому UuС =пр . 

4. Определим свободную составляющую свСu .Закон ее изменения за-
висит от вида корней характеристического уравнения. 

Составим характеристическое уравнение на основе уравнения электри-

ческого состояния: 012 =++
LC

p
L
Rp . 

 

Его корни 
LCL

R
L

Rp 1
42 2

2

2,1 −±−= . 

 
В зависимости от параметров схемы возможны три вида корней харак-

теристического уравнения. 
 

22..  ААппееррииооддииччеессккиийй  ппееррееххоодднныыйй  ппррооццеесссс  
 

Если 
LCL

R 1
4 2

2
> , корни будут действительными и разными. Такой слу-

чай переходного процесса называют апериодическим. 
При этом закон изменения свободной составляющей представляет со-

бой сумму двух экспонент: 
 

tptp
С ААu 21 ее 21св += . 

 
Постоянные интегрирования 1A  и 2A  вычислим из начальных условий 

с использованием законов коммутации. 
При += 0t  напряжение )0()0()0( свпр +++=+ ССС uuu . 
По второму закону коммутации )0()0( −=+ СС uu . До коммутации схе-

ма не была подключена к источнику энергии, поэтому 0)0( =−Сu . 
Принужденная составляющая является в данном примере постоянной 

величиной, следовательно UuС =+)0(пр . 
Свободная составляющая в начальный момент 

 

21св )0( ААuС +=+ . 
 

Подставив эти значения, получаем уравнение с двумя неизвестными: 
 

210 AАU ++= . 
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Необходимо второе уравнение. Дифференцируем уравнение, по кото-
рому идет решение: 

 

t
u

t
du

t
u ССС

d
d

dd
d свпр += . 

 

Из уравнения по закону Ома 
t

uCii С
С d

d
==  найдем 

C
i

t
u СС =
d

d . 

 

Так как constпр == UuС , производная 0
d

d пр =
t

uС . Производная сво-

бодной составляющей tptpС ApAp
t

u
21 ee

d
d

2211
св += . 

 
Уравнение в начальный момент времени имеет вид 

 

2211
)0( ApAp

C
iС +=

+ . 
 

Анализируемая цепь является одноконтурной, поэтому =+)0(Сi  
)0()0( −=+= LL ii . До коммутации цепь не была подключена к источнику 

энергии, поэтому 0)0( =−Li . 
Таким образом, получаем систему из двух уравнений: 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

++=

.0

;0

2211

21

АрАр

AAU
 

 
Выразим 2А  из первого уравнения: 12 AUА −−= . После подстановки 

во второе уравнение получим 
 

)(0 211 AUpAp −−+= . 
 

Отсюда 122110 ApUpAp −−= . Тогда  
 

21

2
1 pp

UpA
−

= ; 
21

1

21

2
12 pp

Up
pp

UpUAUA
−

−=
−

−−=−−= . 

 

Закон изменения напряжения на конденсаторе при его заряде от источ-
ника постоянного напряжения имеет вид 

 

( )tptp
С pp

pp
UUu 21 ee 12

21
−

−
+= . 

 

Закон изменения тока найдем по закону Ома: 
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( )tptpС pppp
pp

CU
t

uCi 21 ee
d

d
2112

21
−

−
== . 

 

Произведение корней равно свободному члену характеристического 

уравнения: 
LC

pp 1
21 =⋅ . 

После подстановки и сокращения получим 
 

( )tptp

ppL
Ui 21 ee

)( 21
−

−
= . 

 

Проиллюстрируем процессы графиками, приведенными на рис. 17.2. 

 
 
Ток в начале переходного процесса и после его окончания равен нулю. 
График напряжения Сu  складывается из: постоянного напряжения 
UuС =пр  и двух экспоненциальных функций. Если 12 pp < , то 12 ττ > , т. е. 

значения экспоненты tp

pp
Up

2e
21

1
−

−  убывают медленнее, чем у экспоненты 

tp

pp
Up

1e
21

2
−

. 

Так как ток 
t

uCi C
C d

d
=  в начальный момент равен нулю, то 

0)0(
d

d
=+

t
uC , и касательная к графику Cu   при += 0t  является горизонталь-

U 

t

uC

i

uC пр

Рис. 17.2 

tp

pp
Up

2e
21

1
−

−

tp

pp
Up

1e
21

2
−

21

1
pp

Up
−

−  

21

2
pp

Up
−
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ной прямой. При максимальном значении тока кривая Cu  имеет точку пере-
гиба. 

 
33..  ККррииттииччеессккиийй  ппееррееххоодднныыйй  ппррооццеесссс  

 

Если 
LCL

R 1
4 2

2
= , корни будут действительными и равными: 

L
Rppp

221 −=== . 

 
Такой случай переходного процесса называют критическим или  пре-

дельным апериодическим. 
При этом свободная составляющая напряжения меняется по закону 
( ) pt

C tAAu e21св += . 
Вычислим постоянные интегрирования 1A  и 2A . 
При += 0t  напряжение )0()0()0( свпр +++=+ CCC uuu . При этом 

0)())0( =−=+ CC uu , UuC =+)0(пр , 1св )0( АuC =+ . 
Подставив эти значения, получим уравнение 

 
10 AU += . 

 
Отсюда UA −=1 . 

Чтобы найти 2A , нужно второе уравнение, которое получаем диффе-
ренцированием первого: 

 

t
u

t
u

t
u ССС

d
d

d
d

d
d свпр += . 

 

Производная 
C
i

t
u СС =
d

d , 0
d

d пр =
t

uС , ptptptС tpAApA
t

u
eee

d
d

221
св ++= . 

 
 
Уравнение в начальный момент времени имеет вид 
 

21
)0( ApA

C
iС +=

+ . 

 
Так как 0)0()0()0( =−=+=+ LLC iii , получаем уравнение 

 

210 ApA += . 
 

Подставив UA −=1 , получим . 
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Закон изменения напряжения на конденсаторе в критическом случае 
его заряда от источника постоянного напряжения имеет вид: 

 
pt

С pUtUUu e)( +−+=  
либо 

[ ] pt
С ptUu e)1(1 −−= . 

 

Закон изменения тока можно получить по формуле 
t

uCi С
С d

d
= . 

Графики  изменения Сu  и Сi  аналогичны приведенным на рис. 17.2. 
 

44..  ККооллееббааттееллььнныыйй  ппееррееххоодднныыйй  ппррооццеесссс  
 

Если 
LCL

R 1
4 2

2
< , корни будут комплексными сопряженными. Такой 

случай переходного процесса называют колебательным. 
Введем обозначения: 

β
2

=
L

R  – коэффициент затухания; 
 

02

2
ω

4
1

=−
L

R
LC

 – угловая частота собственных колебаний контура. 

 
Тогда 02,1 ωβ jp ±−= . 
Свободную составляющую удобно записать как синусоиду, затухаю-

щую по экспоненте: 
)sin(e 0св λ+ω= β− tAu t

С . 
 

Нужно вычислить А и л. 
При t = 0+ напряжение )0()0()0( свпр +++=+ ССС uuu . По второму зако-

ну коммутации 0)0()0( =−=+ СС uu . Принужденная составляющая 
UuС =+)0(пр . Свободная составляющая в начальный момент 

λsin)0(св AuС =+ . 
Подставив эти значения, запишем уравнение с двумя неизвестными: 

 
λsin0 AU += . 

Второе уравнение получаем дифференцированием первого: 
 

t
u

t
u

t
u ССС

d
d

d
d

d
d свпр += . 
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Производная 
C
i

t
u СС =
d

d , 0
d

d пр =
t

uС , +λ+ωβ−= β− )sin(e
d

d
0

св tA
t

u tС  

 
)cos(e 00 λ+ωω+ β− tA t . 

 

Уравнение в начальный момент имеет вид 
 

λcosωλsinβ)0(
0AA

C
iС +−=

+ . 

 
Так как 0)0()0()0( =−=+=+ LLС iii , получаем систему уравнений 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

+=

.λcosωλsinβ0

;λsin0

0AA

AU
 

 

Отсюда 
λsin

UA −= .  
 

Разделив второе уравнение на λcosA , получим 
 

0ωλtgβ0 +−= . 
 

Отсюда 
β
ωλtg 0= . Тогда 

β
ω

=λ 0arctg . Далее можно вычислить А. 

Очевидно, что 0ω  и в являются катетами пря-
моугольного треугольника с углом л при вершине 
(рис. 17.3). 

Квадрат гипотенузы этого треугольника по 

теореме Пифагора равен ( )=+ 2
0

2 ωβ
LC

pp 1
21 =⋅ , 

отсюда гипотенуза равна 
LC
1 . Тогда 

LC0ωλsin = , 

LC
UA

0ω
−= . 

Закон изменения напряжения на конденсаторе в колебательном случае 
его заряда от источника постоянного напряжения имеет вид 

 

)sin(e 0
0

λ+ω⋅
ω

−= β− t
LC

UUu t
С . 

 

Закон изменения тока можно найти по закону Ома [1]: 

Рис. 17.3 
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t
L

U
t

uCi tС
С 0

0
sine

d
d

ω
ω

== β− . 

 

Графики изменения напряжения Сu  и тока Сi  приведены на рис. 17.4. 

 
 

В начальный момент 0)0(
d

d
=+

t
uС , поэтому касательная к графику Сu  

при += 0t  является горизонтальной прямой. 
Экстремальным значениям тока соответствуют точки перегиба графика 

напряжения Сu . 
Кривая тока совершает затухающие по экспоненте колебания относи-

тельно нулевого значения, кривая напряжения – относительно величины 
входного напряжения U. Величина Сu  не может превзойти значение 2U. 

 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Какие законы коммутации выполняются в цепи, содержащей индук-
тивную катушку и конденсатор? 

2. Какой режим назвали принужденным? 
3. Как составить характеристическое уравнение для неразветвленной 

цепи? 
4. Каким образом ищут постоянные интегрирования? 

Рис. 17.4 

t

LC
UU β−

ω
+ e

0

t

L
U β−

ω
e

0
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5. Как получают второе уравнение для вычисления  постоянных интег-
рирования? 

6. В каком случае переходный процесс будет апериодическим? 
7. В каком случае переходный процесс будет критическим? 
8. В каком случае переходный процесс будет колебательным? 
9. От чего зависят корни характеристического уравнения? 
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План лекции 

 
1. Основные понятия и определения 
2. Линейные эквивалентные схемы замещения нелинейных элементов 
3. Расчет нелинейной цепи с последовательным соединением элемен-

тов 
 

11..  ООссннооввнныыее  ппоонняяттиияя  ии  ооппррееддееллеенниияя  
 
Нелинейные электрические цепи содержат нелинейные элементы, па-

раметры которых зависят от тока либо напряжения. В схемах замещения це-
пей постоянного тока приемными элементами являются идеальные резисто-
ры, сопротивления которых меняются при изменении тока и напряжения. 

Вольт-амперные характеристики линейных элементов являются пря-
мыми линиями, нелинейных – кривыми. 

Примером нелинейного элемента (НЭ) является электрическая лампоч-
ка накаливания, сопротивление которой находится  в сильной зависимости от 
величины тока в ней. 

Все НЭ делят на две большие группы: неуправляемые и управляемые. 
К неуправляемым НЭ относятся лампа накаливания, бареттер, диод, га-

зотрон. 
Управляемыми НЭ являются трех- и более электродные лампы, транзи-

сторы, тиристоры. 
Вольт-амперная характеристика (ВАХ) НЭ может быть симметричной 

(рис. 18.1) и несимметричной (рис. 18.2). 
У НЭ с симметричной ВАХ сопротивление не зависит от направления 

тока и напряжения. У НЭ с несимметричной ВАХ сопротивление зависит от 
направления тока и напряжения.  

Вид ВАХ определяет область применения НЭ. Элемент с ВАХ, приве-
денной на рис. 18.1, можно использовать для стабилизации тока. Такой ВАХ 
обладает бареттер. На рис. 18.2 представлена ВАХ диода, который отличает 
односторонняя проводимость. 

Переменное сопротивление НЭ можно задать посредством ВАХ либо 
зависимостями статического и дифференциального сопротивлений от тока 
или напряжения. 

Статическое сопротивление стR  характеризует НЭ в неизменном ре-
жиме. Оно равно отношению напряжения на НЭ к току через него: 
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I
UR =ст . 

 
 
Статическое сопротивление можно определить тангенсом угла α  меж-

ду соответствующей осью координат и прямой, соединяющей рабочую точку 
с нулевой (рис. 18.3). При изображении ВАХ НЭ ток и напряжение могут 
быть отложены на разных координатных осях. 

 

 
 
Дифференциальное (динамическое) сопротивление дR  равно отноше-

нию бесконечно малого приращения напряжения на НЭ к соответствующему 
бесконечно малому приращению тока: 

 

I
UR

d
d

д = . 

 
Дифференциальное сопротивление можно определить тангенсом угла 

β  наклона касательной к ВАХ в рабочей точке (рис. 18.3, а и б). 
Дифференциальное сопротивление может быть отрицательным, если на 

участке ВАХ при увеличении тока напряжение уменьшается либо при 
уменьшении тока напряжение увеличивается.  

Рис. 18.3 

Рис. 18.1 Рис. 18.2 
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22..  ЛЛииннееййнныыее  ээккввииввааллееннттнныыее  ссххееммыы  ззааммеещщеенниияя    
ннееллииннееййнныыхх  ээллееммееннттоовв  

 
Расчет нелинейных цепей очень сложен. Но если ра-

бочая точка перемещается на небольшом участке, который 
можно считать практически линейным, то нелинейный ре-
зистор, схема замещения которого изображена на рис. 18.4, 
можно заменить линейной эквивалентной схемой, состоя-
щей из источника энергии и резистора сопротивлением дR . 

Пример 1. Составить линейную схему замещения НЭ, ВАХ которого 
представлена на рис. 18.5, для рабочей точки А. 

 

 
 

Проведем касательную к рабочей точке и запишем ее уравнение. Как 
видно из рис. 18.5, 0д EIRU += . 

 
Этому уравнению соответствует линейная 

схема замещения, изображенная на рис. 18.6. 
Можно составить схему замещения с источ-

ником тока. Для этого уравнение касательной раз-
делим почленно на дR : 

 

д

0

д R
EI

R
U

+= , где 0
д

0 J
R
E

=  (см. рис. 18.5), д
д

I
R
U

= . 

 
Тогда получим уравнение 
 

IJI += 0д , 
 

Рис. 18.4 

Рис. 18.5 

Рис. 18.6 

Рис. 18.7 
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которому соответствует линейная схема замещения, приведенная на 
рис. 18.7. 

 
Пример 2. Составить линейную схему замещения НЭ, ВАХ которого 

представлена на рис. 18.8, для рабочей точки А. 
 

 
 
Проведем касательную к рабочей точке и запишем ее уравнение. Как 

видно из рис. 18.8, 0д EIRU −= . 
Этому уравнению  соответствует линейная схема замещения, изобра-

женная на рис. 18.9. Эквивалентная линейная схема замещения с источником 
тока приведена на рис.18.10. 
 
 
 
 
 
 

 
 

33..  РРаассччеетт  ннееллииннееййнноойй  ццееппии  сс  ппооссллееддооввааттееллььнныымм    
ссооееддииннееннииеемм  ээллееммееннттоовв  

 
Схема замещения рассматриваемой цепи приведена на рис. 18.11. Оп-

ределить ток в цепи и напряжения на НЭ 1U  и 2U , если заданы входное на-
пряжение U и ВАХ каждого элемента (см. рис. 18.12, а и б).  

 

Рис. 18.8 

Рис. 18.9 

Рис. 18.10 
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Задачу можно решить двумя путями. 
1. Отыскание рабочей точки на результирующей ВАХ. 
Ток в цепи один. Входное напряжение на основании второго закона 

Кирхгофа складывается из напряжений на отдельных НЭ. В рассматриваемой 
цепи  

21 UUU += . 
 

Поэтому для построения результирующей ВАХ нужно при одном значении 
тока суммировать напряжения на нелинейных элементах. Чем больше точек 
будет получено, тем точнее результирующая ВАХ. 

По заданному значению входного напряжения находим рабочую точку 
А на результирующей ВАХ (см. рис. 18.13) и соответствующее ей значение 
тока. По полученному значению тока находим напряжения на отдельных 
элементах 1U  и 2U . 

 
2. Отыскание рабочей точки на пересечении ВАХ одного элемента с 

зеркальным отображением ВАХ другого элемента. 
Решение этим методом поясняет рис. 18.14.  
Ток в цепи один, поэтому III == 21 . Строим график )( 1UI . В рабочей 

точке на основании второго закона Кирхгофа напряжение 21 UUU −= . По-

Рис. 18.12 

Рис. 18.13 

Рис. 18.11  

1 U   2U 

I
НЭ1 НЭ2 
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строим график )( 2UUI − , который является зеркальным отображением гра-
фика )( 2UI , смещенного вправо на величину входного напряжения U . Оче-
видно, что графики пересекаются в рабочей точке А. 

 
 

Находим соответствующие ей значения тока I  и напряжений 1U  и 2U . 
Этот метод рационально использовать для цепи с двумя элементами, 

один из которых – линейный. Так как его ВАХ является прямой линией, то 
для построения графика )( ЛЭUUI −  нужны только две точки, одна из кото-
рых с координатами (U, 0). 

 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Чем нелинейный элемент отличается от линейного? 
2. На какие группы делят нелинейные элементы? 
3. Чем нелинейный элемент с симметричной ВАХ принципиально от-

личается от нелинейного элемента с несимметричной ВАХ? 
4. Как можно графически определить статическое и дифференциальное 

сопротивления? 
5. Каков алгоритм составления линейной схемы замещения, эквива-

лентной на рабочем участке ВАХ нелинейному элементу? 
6. Какие пути отыскания рабочей точки при последовательном соеди-

нении нелинейных элементов Вы знаете? 
7. Для каких цепей рационально использовать отыскание рабочей точ-

ки на пересечении ВАХ одного элемента с зеркальным отображением ВАХ 
второго элемента? 

8. Как построить результирующую ВАХ цепи с последовательным со-
единением элементов? 

I(U–U2) 

Рис. 18.14
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  1199  
РРААССЧЧЕЕТТ  ННЕЕЛЛИИННЕЕЙЙННЫЫХХ  ЦЦЕЕППЕЕЙЙ  

ППООССТТООЯЯННННООГГОО  ТТООККАА  ГГРРААФФИИЧЧЕЕССККИИММИИ  ММЕЕТТООДДААММИИ  
(продолжение) 

 
План лекции 

 
1. Расчет нелинейной цепи с параллельным соединением элементов 
2. Расчет нелинейной цепи со смешанным соединением элементов 
3. Расчет нелинейных цепей методом напряжения между двумя узлами 

 
11..  РРаассччеетт  ннееллииннееййнноойй  ццееппии  сс  ппааррааллллееллььнныымм    

ссооееддииннееннииеемм  ээллееммееннттоовв  
 
Схема замещения рассматриваемой цепи 

приведена на рис. 19.1. Определить входной 
ток I и токи 1I  и 2I , если заданы входное на-
пряжение и ВАХ каждого нелинейного эле-
мента (см. рис. 19.2, а и б). 

 
 
 
 

 
 
Так как при параллельном соединении напряжения на элементах оди-

наковы и равны входному U , то на ВАХ отдельных элементов находим токи 
1I  и 2I . Входной ток на основании первого закона Кирхгофа равен сумме то-
ков в пассивных ветвях: 

 
21 III += . 

 

Рис. 19.2 

Рис. 19.1 



ЛЕКЦИЯ 19. РАСЧЕТ НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ ПОСТОЯННОГО ТОКА ГРАФИЧЕСКИМИ МЕТОДАМИ
1. Расчет нелинейной цепи с параллельным  соединением элементов 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -131- 
 

Если в анализируемой цепи нужно найти токи 1I  и 2I , а также входное 
напряжение при заданном входном токе, то рабочую точку можно найти на 
результирующей ВАХ. 

Для ее построения нужно при ряде одинаковых значений напряжения 
складывать токи 1I  и 2I  (см. рис. 19.3). По заданному значению тока I   
находим рабочую точку А и соответствующее ей значение входного напря-
жения U . По полученному значению напряжения U  находим токи 1I  и 2I . 

 

 
 
Если один из двух параллельно соединенных элементов является ли-

нейным, то рабочую точку рационально отыскать на пересечении ВАХ нели-
нейного элемента с зеркальным отображением ВАХ линейного элемента. 

 
22..  РРаассччеетт  ннееллииннееййнноойй  ццееппии  ссоо  ссммеешшаанннныымм    

ссооееддииннееннииеемм  ээллееммееннттоовв  
 
1. Решение методом эквивалентных преобразований. 
Схема замещения рассматриваемой цепи приведена на рис. 19.4. 

Определить все токи, если за-
дано входное напряжение и ВАХ от-
дельных элементов: ),(),( 23211 UIUI  

).( 233 UI  Решение заключается в по-
степенном построении результи-
рующих ВАХ. Очевидно, что сначала 
нужно построить результирующую 
ВАХ для параллельного участка (для 
ряда значений напряжения 23U  сум-

мировать токи 2I  и 3I ). После этого схема превратится в последовательное 
соединение НЭ1 и эквивалентного элемента с ВАХ ),( 231 UI  так как 

132 III =+ . 
Затем нужно построить результирующую ВАХ всей схемы. Для этого 

при ряде значений тока 1I  нужно суммировать напряжения 1U  и 23U .  

Рис. 19.3 

Рис. 19.4 
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По заданному значению входного напряжения U  найдем рабочую точ-
ку и соответствующее ей значение входного тока 1I . Далее по графику  

1 1( )I U  найдем напряжение 1U  и определим напряжение 123 UUU −= . По 
графикам )( 232 UI  и )( 233 UI  найдем токи 2I  и 3I . 

2. Решение с использованием метода эквивалентного генератора. 
Этот метод можно использовать для схемы с одним нелинейным эле-

ментом, ток в котором и надо найти (см. рис. 19.5, а). Делим схему на две 
части: НЭ и всю остальную часть схемы, которая является активным двухпо-
люсником (рис. 19.5, б). 

Активный двухполюсник заменим эквивалентным ему генератором 
(рис. 19.5, в). Активный двухполюсник является линейной цепью, расчет ко-
торой намного проще, чем нелинейной. ЭДС генератора ãÅ  равна напряже-
нию холостого хода на зажимах активного двухполюсника. Сопротивление 

ãR  – это эквивалентное сопротивление пассивного двухполюсника относи-
тельно входных зажимов. Пассивный двухполюсник получаем из активного, 
закорачивая источники ЭДС и разрывая источники тока. Полученная схема 
(рис. 19.5, в) представляет собой последовательное соединение нелинейного 
и линейного элементов. 

 
 
 
Рабочую точку рационально найти 

на пересечении ВАХ НЭ и зеркального 
изображения ВАХ линейного элемента  
(см. рис. 19.6). График 

гг( )RI Е U−  являет-
ся прямой линией, зеркально отображаю-
щей график 

г
( )RI U , смещенный вправо на 

величину гЕ . Для его построения нужны 
две точки. Одна из них с координатами 
( гЕ ,0). Для построения второй точки мож-
но за даться произвольным значением то-
ка jI . 

Рис. 19.5 
в 

Рис. 19.6 

ГГ( )RI Е U−  
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Соответствующее ему напряжение jR IRU
j г=  отложим от значения гЕ  

влево. Отыскав рабочую точку А, найдем соответствующее ей значение  
тока I.  

 
33..  РРаассччеетт  ннееллииннееййнныыхх  ццееппеейй  ммееттооддоомм    
ннааппрряяжжеенниияя  ммеежжддуу  ддввууммяя  ууззллааммии  

 
Цепи с двумя узлами часто встречаются на практике. Рассмотрим ме-

тод на конкретном примере.  
Пример. Схема замещения рассмат-

риваемой  цепи приведена на рис. 19.7. 
Вычислить все токи, если заданы ЭДС 1Е , 

2Е , 3Е  и ВАХ нелинейных элементов 
)( 11 UI , )( 22 UI , )( 33 UI , см. рис. 19.8, а, б и 

в. 
Решение 

1. Запишем уравнение на основании 
первого закона Кирхгофа: 0321 =−+ III . 
Для решения более удобна запись в виде 

321 III =+ . Это уравнение является усло-
вием для нахождения рабочей точки. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
2. Приведем токи к зависимости от одного аргумента. В условии токи 

ветвей заданы в функции от разных переменных: )( 11 UI , )( 22 UI , )( 33 UI . 
Общим для всех ветвей является напряжение между двумя узлами abU . За-
пишем выражения  напряжения abU  для всех трех ветвей схемы: 
 

11 UEUab −= ; 
22 UEUab −−= ; 

Рис. 19.7 

Рис. 19.8 
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33 UEUab += . 
3. Построим графики токов )(1 abUI , )(2 abUI , )(3 abUI  на основании по-

лученных уравнений. График )(1 abUI  является зеркальным отображением 
графика )( 11 UI , смещенным по оси абсцисс вправо на величину ЭДС 1Е  
(рис. 19.9). График )(2 abUI  является зеркальным отображением графика 

)( 22 UI , смещенным по оси абсцисс влево на величину ЭДС 2Е . График 
)(3 abUI  представляет собой график )( 33 UI , смещенный вправо по оси абс-

цисс на величину ЭДС 3Е . 

 
 

4. Ищем рабочую точку на пересечении графиков )()( 21 abUfII =+  и 
)(3 abUfI = . Для получения графика )()( 21 abUfII =+  при ряде значений на-

пряжения abU  суммируем токи 1I  и 2I . 
5. Определяем токи в ветвях и напряжение abU . Для этого через рабо-

чую точку А проводим вертикаль. На ее пересечении с осью абсцисс получа-
ем значение напряжения abU , на пересечении с графиками токов – токи 1I , 

2I , 3I . 
Ток 2I  получился с отрицательным знаком, что свидетельствует о не-

правильно выбранном направлении тока. Покажем верное направление тока 
2I  на рис. 19.7 пунктирной стрелкой. 

 

Рис. 19.9 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Какой закон используют для анализа нелинейной цепи с параллель-
ным соединением элементов? 

2. Как построить результирующую ВАХ цепи с параллельным соеди-
нением элементов? 

3. Каким методом можно сделать расчет цепи с одним источником 
энергии при смешанном соединении приемников? 

4. В каком случае для расчета нелинейной цепи можно применять ме-
тод эквивалентного генератора? 

5. В чем суть метода эквивалентного генератора? 
6. Что является условием для нахождения рабочей точки при решении 

методом напряжения между двумя узлами? 
7. Как построить график ( )abUfI =1 , если 11 UEUab += ? 
8. Как построить график ( )abUfI =1 , если 11 UEUab +−= ?  
9. Как построить график ( )abUfI =1 , если 11 UEUab −= ? 
10. Как построить график  ( )abUfI =1 , если 11 UEUab −−= ? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  2200  
ЧЧИИССЛЛЕЕННННЫЫЕЕ  ММЕЕТТООДДЫЫ  ААННААЛЛИИЗЗАА  

ННЕЕЛЛИИННЕЕЙЙННЫЫХХ  ЦЦЕЕППЕЕЙЙ  
 

План лекции 
 

1. Расчет нелинейных цепей методом итераций 
2. Расчет нелинейных цепей методом Ньютона – Рафсона 

 
11..  РРаассччеетт  ннееллииннееййнныыхх  ццееппеейй  ммееттооддоомм  ииттеерраацциийй  

 
Точность расчетов графическими методами мала и существенно зави-

сит от субъективных факторов. 
Основной метод решения системы нелинейных уравнений – числен-

ный. Численное решение получают, как правило, многократным использова-
нием одних и тех же уравнений, уточняя искомое решение шаг за шагом. Та-
кой способ называют методом последовательных приближений или итера-
ций. 

Сущность метода итераций (последовательных приближений) заклю-
чается в аналитическом решении системы алгебраических нелинейных урав-
нений. Статическое сопротивление нелинейного элемента должно быть зада-
но в функции от  тока или напряжения. 

Пусть в схеме один нелинейный элемент (НЭ), ток в котором и надо 
найти. Остальную часть схемы (активный двухполюсник) заменим эквива-
лентным ему генератором (см. рис. 20.1). 

Графическая иллюстрация решения методом итерации приведена на 
рис. 20.2. 

 
 

 
Напряжение на линейном элементе IREU гг −= . Ток зависит от ста-

тического сопротивления НЭ, которое, в свою очередь, зависит от напряже-
ния, поэтому это уравнение является нелинейным: )(UFU = . 

Рис. 20.1 Рис. 20.2 
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Пусть напряжение в нулевом приближении г0 EU = . На ВАХ НЭ нахо-
дим соответствующую рабочую точку b. Так как ток в схеме один, то току 0I  
на графике )( гг IREI −  соответствует точка с. Напряжение на НЭ 

IREU гг −= , поэтому переходим из точки с в точку d. Повторив этот про-
цесс, получим рабочую точку А. 

Итерационный процесс не всегда будет сходящимся. Сходимость про-
цесса зависит прежде всего от вида ВАХ и величины сопротивления гR . Из 
математики известно, что условие сходимости требует, чтобы в окрестности 
искомого корня (рабочая точка А) абсолютное значение производной )(UF ′  
было меньше 1. Чем оно меньше, тем быстрее процесс будет сходиться. 

В рассматриваемой схеме IRЕUF гг)( −= . Тогда 
U
IR

U
UF

d
d

d
)(d

г−= . 

Дифференциальное сопротивление НЭ 
I
UR

d
d

д = , поэтому 

д

г
d

)(d
R
R

U
UF

−= . 

Чтобы итерационный процесс сходился, должно выполняться условие 

1
д
г <−

R
R . Сопротивлениям можно сопоставить тангенсы соответствующих 

углов (см. рис. 20.2), тогда можно записать 1
β
δ

<
tg
tg  либо βδ tgtg < . 

 
Отсюда: угол δ  должен быть меньше угла β . В этом легко убедиться, 

перемещая рабочую точку А по ВАХ НЭ. При этом величины углов δ  и β  
будут меняться. Если угол δ  намного меньше угла β , процесс сходится бы-
стро. Если угол δ  больше угла β , процесс будет расходящимся. 

Пример. Найти ток в схеме рис. 20.1, если гЕ  = 10 В, 5г =R  Ом, ВАХ 

НЭ задана уравнением 23 IIU −= . 
Ток в схеме по закону Ома 
 

)(ñòã

ã
1

k
k IRR

ÅI
+

=+ , 

 
где k – номер приближения. 
 

Примем 10 =I  А. Сопротивление I
I

II
I

UIR −=
−

== 33)(
2

ñò . В нуле-

вом приближении 213)(ñò =−=IR  Ом. 
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Тогда 428,1
25

10
1 =

+
=I  А. 

Дальнейший расчет лучше свести в табл. 20.1. 
Таблица 20.1 

 
k kI , А )(ст kIR , Ом 1+kI , А 
0 1 2 1,428 
1 1,428 1,572 1,522 
2 1,522 1,478 1,544 
3 1,544 1,456 1,548 
4 1,548 1,452 1,549 
5 1,549 1,451 1,550 
6 1,550 1,450 1,550 

 
Следовательно, ток 55,1=I  А. Достоинствами метода являются неог-

раниченная точность  и возможность расчета на ЭВМ. 
Метод можно применять только для  цепей с НЭ, ВАХ которых меня-

ются монотонно. 
 

22..  РРаассччеетт  ннееллииннееййнныыхх  ццееппеейй  ммееттооддоомм  ННььююттооннаа  ––  РРааффссооннаа  
 
Итерационный процесс может быть организован различными метода-

ми. Наиболее эффективным считается метод Ньютона – Рафсона. Рассмот-
рим его применительно к решению одного уравнения. Пусть нелинейное 
уравнение 0)( =xf  имеет единственный корень 1+= kxx . В окрестности это-
го корня функция 0)( 1 =+kxf  разлагается в ряд Тейлора: 

 
0)(Δ)()Δ()( 1 =′⋅+≈+=+ kkkkkk xfxxfxxfxf , 

 
где )( kxf  – значение функции в точке kx ; )( kxf ′  – производная функции 

)( kxf  в этой же точке. 
Отсюда следует: 
 

 
)(
)(Δ1

k

k
kkkk xf

xfxxxx
′

−≈+=+ ,         (20.1) 

 

где 
)(
)(Δ

k

k
k xf

xfhx
′

−==  – поправка к предыдущему решению. 

Полученное соотношение – алгоритм итерационного метода Ньютона – 
Рафсона, который реализуется следующим образом: 

1. Задаем начальное приближенное значение искомого решения 
)0(0 =kx . 
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2. Определяем поправку 0h . Для ее вычисления по выражению функ-
ции находим производную. 

3. Определяем уточненное значение корня 001 hхх += . 
4. Повторяем процесс на следующем шаге и уточняем предыдущее ре-

шение до необходимой точности. 
Геометрическая интерпретация метода приведена на рис. 20.3. Каса-

тельные, проведенные в точках )2,1,0( …=kxk , определяют значение поправ-
ки на соответствующем шаге, так как 
 

k

k
kk h

xfxf )(αtg)( ==′  или 
k

k

k

k
k

xf
xf
xfh

αtg
)(

)(
)(

=
′

= . 

 

 
 

Метод сходится, если начальное приближение достаточно близко к ре-
шению. Однако, если производная 0)( =′ kxf , решение невозможно. 

Исследования показывают, что сходимость метода Ньютона – Рафсона 
зависит от значения функции )(xf , ее наклона )(xf ′  и от кривизны функции 

)(xf ′′ . 
Если для всех х выполняется неравенство 

 
2)()()( xfxfxf ′<′′ ,  

 
то процесс сходится. При определенных значениях угла наклона ))(( xf ′  и 
кривизны ))(( xf ′′  процесс может зацикливаться или расходиться, несмотря 
на то, что начальное значение лежит относительно близко от искомого реше-
ния. Добиться сходимости можно, задав новое нулевое приближение и по-
вторив расчеты. Иногда приходится переходить к уравнениям с новыми пе-
ременными. 

Эффективен прием улучшения сходимости итерационного процесса, 
при котором уточненное значение принимается равным  
 

гE  U  

I  ВАХ НЭ 

)( г UEI −  

a
b 

c 
A

Рис. 20.3 

d
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2
1

1
+

+
+

= kky
k

xxx . 

 
Подстановка уточненного значения y

kx 1+  в уравнение (20.1) приводит к 
алгоритму 

 

)(
)(5,01

k

k
k

y
k xf

xfxx
′

−=+ .    (20.2) 

 
Сходимость итерационного процесса по (20.2) более медленная, чем по 

(20.1), но более вероятная. 
Вычислим ток в рассмотренном примере методом Ньютона – Рафсона. 
Для схемы на рис. 20.1 уравнение по второму закону Кирхгофа 
 

гг EUIR =+ . 
 
Отсюда 
 

0)( гг =−+= EUIRIf . 
 

Так как 23 IIU −= , получим уравнение 
 

01083)( 2
г

2
г =−−=−−+= IIEIIIRIf . 

 
Производная  

 
IIf 28)( −=′ . 

 
Примем ток в нулевом приближении 10 =I  А. 
Уточненное решение после первого шага: 
 

5,1
6

101181
)(
)(

0

0
01 =

−−⋅
−=

′
−=

If
IfII  А. 

 
Уточненное решение после второго шага: 

 

550,1
5

105,15,185,1
)(
)( 2

1

1
12 =

−−⋅
−=

′
−=

If
IfII  А. 

Как видим, правильное решение получаем гораздо быстрее, чем в слу-
чае простой итерации. 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  
 

1. В чем суть метода итераций? 
2. Какова графическая иллюстрация метода простых итераций? 
3. Каково условие сходимости простого итерационного процесса? 
4. Каков алгоритм итерационного метода Ньютона – Рафсона? 
5. Какова графическая иллюстрация метода Ньютона – Рафсона? 
6. От чего зависит  сходимость метода Ньютона – Рафсона? 
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ППООССТТООЯЯННННООГГОО  ТТООККАА  
 

План лекции 
 

1. Основные величины, характеризующие магнитные цепи 
2. Основные законы магнитных цепей 
3. Формальная аналогия между магнитными и электрическими цепями 
 
11..  ООссннооввнныыее  ввееллииччиинныы,,  ххааррааккттееррииззууюющщииее  ммааггннииттнныыее  ццееппии  

 
Магнитная цепь – это совокупность тел для замыкания магнитного по-

тока. Все вещества по магнитным свойствам делят на три группы: 
1. Диамагнитные, у которых относительная магнитная проницаемость 

1μ < . 
2. Парамагнитные, у которых 1μ > . 
3. Ферромагнитные, у которых 1μ >> . 
Относительная магнитная проницаемость показывает, во сколько раз  

абсолютная магнитная проницаемость вещества аμ  больше магнитной про-

ницаемости вакуума 0μ , т. е. 
0

а
μ
μ

=μ . Величина 0μ  не изменяется 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅= −

м
Гн10π4μ 7

0 , ее называют магнитной постоянной. Магнитную прони-

цаемость воздуха принимают равной магнитной постоянной, поэтому воз-
душные магнитные цепи являются линейными. 

Для создания магнитных цепей используют преимущественно ферро-
магнитные материалы. 

Основными ферромагнитными материалами являются, прежде всего, 
электротехнические стали Э11, Э21, Э32, Э44 и т. д. Первая цифра сообщает 
процентное содержание кремния, вторая – гарантированный уровень потерь. 
Относительная магнитная проницаемость электротехнических сталей поряд-
ка 1800–1900. 

Более качественными являются сплавы пермалой и перминвар, содер-
жащие до 78,5 % никеля. У них относительная магнитная проницаемость  
µ = 200000–800000. 

В радиотехнике широко применяют ферриты. 
Магнитные цепи из ферромагнитных материалов являются нелиней-

ными, так как у них относительная магнитная проницаемость – величина пе-
ременная. 
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Вокруг каждого проводника с током возникает магнитное поле. Ин-
тенсивность магнитного поля в каждой его точке определяют вектором маг-
нитной индукции В . Единицей измерения магнитной индукции является тес-
ла (Тл). 

Магнитная индукция магнитного поля Земли составляет 10-4 Тл. В 
электрических реле В = (0,2–0,3) Тл, в трансформаторах В = 1,4 Тл, предель-
ное значение магнитной индукции в машинах постоянного тока составляет  
1,71 Тл. В ускорителях В = (2–3) Тл, в МГД-генераторах В = 5 Тл достигают 
за счет явления сверхпроводимости. 

Магнитное поле характеризуют также вектором напряженности маг-

нитного поля Н . [ ]
м
А

=Н . 

Величины В и Н связаны зависимостью 
 

ННВ μμ=μ= 0а . 
 

Направления векторов В  и Н  совпадают, поэтому можно записать 
 

ÍÂ μμ= 0 . 
 

Характер зависимости В(Н) был впервые установлен в 1871 г. русским 
физиком А. Г. Столетовым. 

В общем случае эта зависимость сложна. Ее устанавливают экспери-
ментально и представляют графически в виде кривой намагничивания, назы-
ваемой циклом (петлей) магнитного гистерезиса (рис. 21.1). Для каждого 
значения maxH  получается свой цикл гистерезиса. 

Явление гистерезиса – это отставание изменения магнитной индукции 
В от изменения напряженности магнитного поля Н. Как видно из рис. 21.1, 
когда Н = 0, В имеет остаточное значение. 

Материалы с широким циклом магнитного гистерезиса (рис. 21.1) на-
зывают магнитотвердыми, с узким (рис. 21.2) – магнитомягкими. 

При расчетах, если позволяет требуемая точность, пользуются основ-
ной кривой намагничивания. 

Основная кривая намагничивания – это геометрическое место вершин 
симметричных циклов магнитного гистерезиса (рис. 21.3). Она практически 
совпадает с кривой первоначального намагничивания. 

Магнитный поток – поток магнитной индукции через площадь S: 
 

SВ ⋅=Ф . 
 

Магнитный поток измеряют в веберах (Вб). 
Магнитное напряжение между двумя точками магнитного поля 

lНU ⋅=м  (рис. 21.4). 
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При расчетах выбирают l  по на-

правлению H . Тогда  
можно записать lHU ⋅=м . [ ] Aм =U . 

Магнитодвижущая сила WIF = , 
где W  – число витков катушки; I – ток 
в ней. 

Очевидно, что единицей изме-
рения магнитодвижущей силы являет-
ся ампер (А). 

 
22..  ООссннооввнныыее  ззааккоонныы    
ммааггннииттнныыхх  ццееппеейй  

 
1. Принцип непрерывности маг-

нитного потока. Линии магнитной ин-
дукции непрерывны и замкнуты. По-

этому магнитный поток через замкнутую поверхность ∫ =⋅= 0Ф dSВ . Отсю-
да следует, что в неразветвленных цепях магнитный поток на всех участках 
одинаков, а в разветвленных цепях алгебраическая сумма магнитных потоков 
в точке разветвления равна нулю: 

0ФΣ = . 
 

2. Закон полного тока. Линейный интеграл напряженности магнитного 
поля вдоль замкнутого контура равен алгебраической сумме токов, пронизы-
вающих этот контур: 

 

IldН ∑=∫ . 
 

Рис. 21.2  

B

H

Рис. 21.1 

B 

H

B

H

Рис. 21.3 
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Правило знаков: со знаком плюс записывают токи, связанные с вы-
бранным направлением обхода контура интегрирования правилом правохо-
дового винта (правой руки). 

Контур интегрирования выбирают совпадающим с магнитной силовой 
линией, тогда обозначения векторов можно убрать. Закон полного тока  для 
рис. 21.5 имеет следующий вид: 

 

21 IIldН −=∫ . 
 

Если внутри контура интегриро-
вания находятся не линейные провод-
ники, а индуктивные катушки, то в пра-
вой части уравнения по закону полного 
тока нужно записать алгебраическую 
сумму магнитодвижущих сил: 

 
WIFldН ΣΣ ==∫ . 

 
Напряженность магнитного поля принимают для средней силовой ли-

нии. 
 

33..  ФФооррммааллььннааяя  ааннааллооггиияя  ммеежжддуу  ммааггннииттнныыммии  
  ии  ээллееккттррииччеессккииммии  ццееппяяммии  

 
Воспользуемся законом полного тока для анализа неразветвленной не-

однородной магнитной цепи. Эта цепь представляет собой индуктивную ка-
тушку с сердечником из ферромагнитного материала, который усиливает 
магнитный поток и придает ему требуемую форму (рис. 21.6).  

 

 

Фs

Ф

l

Рис. 3.6

I

U F

lв

    Рис. 21.5      Рис. 21.6 

H 

l

Рис. 21.4 
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Сердечник изготавливают разборным, чтобы на стержень можно было 
надеть катушку. В местах стыков возникают зазоры, которые на рис. 21.6 уч-
тены одним с суммарной длиной вl . Даже небольшой воздушный зазор до-
вольно резко уменьшает магнитный поток. Иногда воздушные зазоры делают 
специально, чтобы сердечник не намагничивался до состояния насыщения. 

Основная часть магнитного потока Ф замыкается по сердечнику. Маг-
нитный поток рассеяния sФ  замыкается по воздуху (см. рис. 21.6). Строгий 
расчет магнитной цепи может быть выполнен только с привлечением мето-
дов теории электромагнитного поля. 

Для приближенного решения делают следующие допущения: 
1) пренебрегают магнитным потоком рассеяния )0(Ф =s ; 
2) площадь вS , которую пронизывает поток Ф в зазоре, считают рав-

ной площади поперечного сечения S сердечника магнитопровода, т. е. пре-
небрегают выпучиванием магнитных линий в зазоре; 

3) при расчете пользуются основной кривой намагничивания. 
Если сечение магнитопровода одинаково, то представленную на 

рис. 21.6 магнитную цепь делим на два участка: сердечник и воздушный за-
зор. По закону полного тока  

 
FlHHl =+ вв . 

 

Так как 
0μ⋅μ

=
BH  и 

0

в
в μ

=
BH , а 

S
BB Ф
в == , то 

S
H

0

Ф
μ⋅μ

=  и 

S
H

0
в

Ф
μ

= . 

Подставив эти  формулы в закон полного тока, получим 
 

F
S

l
S

l
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ

+
μ⋅μ 0

в

0
Ф . 

 

По аналогии с электрическим сопротивлением 
S
lR
γ

= , где γ  – удель-

ная проводимость, вводят понятие магнитного сопротивления сердечника 

S
lR

0
м μ⋅μ

=  и зазора 
S

lR
0

в
мв μ

= . 

Тогда уравнение по закону полного тока примет вид 
 

FRR =+Φ )( мвм . 
Отсюда 

мвм RR
F
+

=Φ . 
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Эта формула похожа по структуре на формулу, выражающую закон 
Ома для полной электрической цепи. Уравнение по закону полного тока по-
хоже на уравнение по второму закону Кирхгофа для электрической цепи, 
уравнение 0ΣΦ =  – на уравнение по первому закону Кирхгофа. 

На основании этого говорят о формальной аналогии между магнитны-
ми и электрическими цепями. По своему физическому содержанию процес-
сы, происходящие в этих цепях, существенно отличаются. 

По аналогии с электрической цепью в магнитной цепи можно выделить 
узлы и ветви, составить ее схему замещения. 

Схема замещения магнитной цепи рис. 21.6 и ее аналоговая электриче-
ская схема приведены на рис. 21.7, а и б. 

Схема замещения содержит два последовательно соединенных элемен-
та: линейный, сопротивление мвR  которого равно магнитному сопротивле-
нию воздушного зазора, и нелинейный, сопротивление мR  которого равно 
магнитному сопротивлению сердечника. 

Расчет магнитных цепей аналогичен расчету нелинейных электриче-
ских цепей с сосредоточенными параметрами, причем МДС F соответствует 
ЭДС Е, поток Ф – току I, магнитное сопротивление мR  – электрическому со-
противлению R , магнитное напряжение мU  – электрическому напря- 
жению U. 

 

 
 

По аналогии с электрическими цепями основные законы магнитных 
цепей нередко называют законами Кирхгофа для магнитных цепей и форму-
лируют следующим образом: 

1) алгебраическая сумма магнитных потоков в узле равна нулю: 
 

0ФΣ = ; 
2) алгебраическая сумма магнитных напряжений в контуре равна ал-

гебраической сумме действующих в этом контуре МДС: 
 

∑∑ = FUм ; IWlH ΣΣ =  или ∑∑ =Φ FRм . 
 

Магнитное напряжение направлено по потоку. Для определения на-
правления МДС можно использовать правило правой руки: если сердечник 

Рис. 21.7 
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мысленно охватить правой рукой, расположив четыре пальца по направле-
нию тока в катушке, то отогнутый большой палец укажет направление МДС. 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Что называют магнитной цепью? 
2. Что называют магнитной постоянной? 
3. В каких единицах измеряют магнитную индукцию? 
4. Какая зависимость связывает магнитную индукцию и напряжен-

ность магнитного поля? 
5. Что называют основной кривой намагничивания? 
6. Что назвали магнитным потоком и в каких единицах его измеряют? 
7. Что называют магнитодвижущей силой и в каких единицах ее изме-

ряют? 
8. Какие основные законы магнитных цепей вы знаете? 
9. Назовите величины  – аналоги в электрических и магнитных цепях. 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  2222  
РРААССЧЧЕЕТТ  ННЕЕРРААЗЗВВЕЕТТВВЛЛЕЕННННЫЫХХ  ММААГГННИИТТННЫЫХХ  ЦЦЕЕППЕЕЙЙ  

 
План лекции 

 
1. Прямая задача 
2. Обратная задача 
3. Расчет магнитной цепи постоянного тока 
 

11..  ППрряяммааяя  ззааддааччаа  
 
При расчете магнитных цепей различают два типа задач: прямую и об-

ратную. 
В прямой задаче по заданному  магнитному потоку нужно определить 

магнитодвижущую силу катушки, необходимую для его создания. Заданы 
геометрические размеры магнитопровода и кривая намагничивания ферро-
магнетика. 

Порядок решения следующий: 
1. Нанесем среднюю силовую линию и определим направление МДС. 
2. Разобьем магнитную цепь на участки, отличающиеся друг от друга 

площадью поперечного сечения и материалом. Длины участков kl  берем по 
средней силовой линии. 

Магнитную цепь, представленную на рис. 22.1, разбиваем на три уча-
стка: два  из ферромагнитного материала, отличающиеся площадью попереч-
ного сечения, и воздушный зазор. При расчете необходимо, чтобы [l] = м,  
а [S] = м2. 

3. Для каждого участка находим 
значения магнитной индукции, исходя 
из постоянства потока вдоль всей цепи. 

Так как в1 SS = , то 
1

в1
Ф
S

BB == . На вто-

ром участке 
2

2
Ф
S

B = . 

4. По основной кривой намагни-
чивания, зная индукции 1В  и 2В , опре-
делим напряженности  поля на ферро-
магнитных участках 1Н  и 2Н . 

Напряженность поля в воздушном 
зазоре вычислим по формуле 

 

в
6

0

в
в 108,0 BBН ⋅=

μ
= . 

l1

I

U

l2

Рис. 3.8

lв

Рис. 22.1 
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При этом [ ]
м
А

в =Н . 

5. По закону полного тока находим МДС: 
 

вв2211 lHlHlHF ++= . 
 

22..  ООббррааттннааяя  ззааддааччаа  
 
По заданной МДС находим созданный ею магнитный поток. Для реше-

ния обратной задачи используют формальную аналогию между магнитными 
и электрическими цепями. Схема замещения неразветвленной неоднородной 
магнитной цепи аналогична схеме замещения нелинейной электрической це-
пи с одним источником энергии и последовательным соединением элемен-
тов. При расчете электрических нелинейных цепей используют вольт-
амперные характеристики (ВАХ). Аналогом ВАХ в магнитной цепи является 
вебер-амперная характеристика, т. е. зависимость )Ф( мU . Для построения 
вебер-амперной характеристики выбирают ряд значений kФ  и вычисляют 
для них магнитное напряжение 

k
Uм  как в прямой задаче. 

Произвольными значениями kФ  задаваться нельзя из-за явления маг-
нитного насыщения. Поэтому нужно выбирать ряд значений kВ  из основой 
кривой намагничивания, а по ним вычислять SВkk ⋅=Ф . Либо по maxВ  вы-
числить SB ⋅= maxmaxФ , остальные значения магнитного потока выбрать от 0 
до maxФ . 

Решение обратной задачи возможно двумя способами. 
1. Отыскание рабочей точки на результирующей вебер-амперной ха-

рактеристике по заданному значению МДС. 
В неразветвленной магнитной цепи поток один, а МДС F равна сумме 

магнитных напряжений отдельных участков. Поэтому для построения ре-
зультирующей вебер-амперной характеристики складывают значения маг-
нитных напряжений при одном потоке. Можно построить вебер-амперные 
характеристики для каждого участка цепи, а затем их сложить. Но такое ре-
шение является нерациональным. Лучше сразу строить результирующую ха-
рактеристику, вычислив ∑ k

Uм  для выбранного ряда значений kФ .  
Практически следует задаться рядом значений магнитной индукции, 

охватывая весь интервал, на участке с меньшим сечением, чтобы на других 
участках значения индукции не превысили допустимых из-за явления маг-
нитного насыщения величин. 

Меньшим сечением в магнитной цепи на рис. 22.1 обладает участок 2. 
Значения индукции 

kk
ВВ в1 =  можно определить по формуле ==

kk
ВВ в1  

1

22

1

Ф
S

SB
S

kk ⋅
== . 
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Для каждого из значений 
нитного потока нужно решить 
мую задачу и вычислить 

∑∑ = kklНU
kм . Результаты вычис-

лений лучше свести в таблицу. 
По полученным данным строим 

зависимость ∑= )(Φ мUf  (рис. 22.2). 
По значению ∑= мUF  нахо-

дим рабочую точку А и значение  
магнитного потока Ф. 

 
2. Отыскание рабочей точки на пересечении вебер-амперной характе-

ристики сердечника с зеркальным изображением вебер-амперной характери-
стики воздушного зазора. 

Этот способ рационально использовать при одинаковой площади попе-
речного сечения магнитопровода. 

Вебер-амперную характеристику сердечника )(Ф мUf=  можно полу-
чить из основной кривой намагничивания, умножив В и Н соответственно на 
постоянные сомножители S и l. 

Вид зависимости )(Ф мU  будет аналогичен основной кривой намагни-
чивания (рис. 22.3). 

 
 

 
 
 

Магнитное напряжение сердечника в рабочем режиме можно опреде-
лить по закону полного тока: мвм UFU −= . Очевидно, что графики 

)(Ф мUf=  и )(Ф мвUFf −=  пересекутся в рабочей точке. 

Рис. 22.2 

Рис. 22.3 
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Вычитая из величины МДС F абсциссы зависимости )(Ф мвUf= , по-
лучим абсциссы графика )(Ф мвUFf −= , т. е. график )(Ф мвUFf −=  пред-
ставляет собой зеркальное  изображение зависимости )(Ф мвUf= , сдвинутое 
вправо от начала координат на величину МДС F. Вебер-амперная характери-
стика воздушного зазора – прямая линия. Для ее построения достаточно двух 
точек. Точку 1 получаем для значения Ф = 0. При этом 0мв =U , а 

FUF =− мв . Чтобы получить точку 2, задаемся каким-либо значением iΦ , 
не выходящим за пределы, обусловленные явлением магнитного насыщения. 

Величина магнитной индукции в зазоре 
S

BB i
ii

Φ
==в , напряженность маг-

нитного поля зазора 
ii

BH в
6

в 108,0 ⋅= , магнитное напряжение ввмв lHU
ii

= . 
Величину 

i
Uмв  откладываем влево от точки 1. 

По этим двум точкам строим график )(Ф мвUFf −=  и находим рабо-
чую точку А. Опустив перпендикуляры на оси потока и магнитного напряже-
ния, получим значения Ф, мU  и мвU . 

 
33..  РРаассччеетт  ммааггннииттнноойй  ццееппии  ппооссттоояяннннооггоо  ттооккаа  

 
В настоящее время постоянные магниты имеют ограниченное приме-

нение (в магнето, запальных машинах). Рассмотрим магнитопровод, имею-
щий вид кольца без зазора (рис. 22.4). 

 

 
 
По закону полного тока .0=Hl  Отсюда .0=H  После намагничивания 

В равна остаточной магнитной индукции (рис. 22.5). Постоянные магниты 
изготавливают из магнитотвердых материалов. Наматывают обмотку, намаг-
ничивают до насыщения, после чего обмотку снимают. 

Рис. .3 16

l

Рис. 3.17

B

H

A

Рис. 22.4 Рис. 22.5 
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Если магнитопровод имеет зазор  
(рис. 22.6), то уравнение по закону полного 
тока имеет вид 

0вв =+ lHHl . 
 

Отсюда в
в H
l
lH −= . 

Очевидно, что вВВ = . Напряжен-

ность магнитного поля в зазоре 
0

в μ
=
ВН . 

Тогда 
00

в
μ

−=
μ

⋅−=
BNB

l
lН B , где 

l
lNB
в=  – 

размагничивающий коэффициент по индукции. 
Напряженность магнитного поля сердечника 0≠Н . В воздушном про-

межутке вН  и вВ  совпадают по направлению, в ферромагнитном сердечнике  
Н и В – противоположны. 

Магнитное состояние магнитопровода определяет одна из точек кривой 
размагничивания (вторая четверть). 

Зависимость )(Ф мU  можно 
получить из цикла магнитного гис-
терезиса В(Н): SВ ⋅=Ф , lНU ⋅=м . 

Величины S и l являются по-
стоянными, поэтому зависимости 

)(Ф мU  и В(Н) выглядят аналогично 
(рис. 22.7).  

Площадь поперечного сече-
ния магнитопровода одинакова, по-
этому рабочую точку рационально 
найти на пересечении вебер-
амперной характеристики магнито-
провода и зеркального изображения 
вебер-амперной характеристики 
воздушного зазора. Из уравнения по 

закону полного тока следует, что мвм UU −= . График зависимости )(Ф мвU−  – 
прямая линия, проходящая через начало координат. Для ее построения доста-
точно найти координаты одной точки 1. Задавшись значением магнитного  

потока iФ , не выходящим за пределы насыщения, вычислим 
S

B i
i

Ф
в = , 

ii
BH в

6
в 108,0 ⋅=  и ввмв lHU

ii
⋅= . 

Рабочая точка А находится на пересечении графиков  )(Ф мU  и 
)(Ф мвU− . 

Рис. .3 18

BвHв

H
B

lв

l

Рис. 22.6 

Рис. 22.7 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Какую задачу называют прямой? 
2. Чем отличаются друг от друга участки, на которые делят магнитную 

цепь? 
3. Приведите алгоритм решения прямой задачи. 
4. Как определить напряженность магнитного поля для ферромагнит-

ных участков? 
5. Как определить напряженность магнитного поля в воздушном зазо-

ре? 
6. Какую задачу называют обратной? 
7. Что является аналогом вольт-амперной характеристики в магнитных 

цепях? 
8. Какие способы решения обратной задачи вы знаете? Для каких маг-

нитных цепей рационально применять каждый из способов? 
9. В каких магнитных цепях направления Н и В противоположны? 
10. Каким способом рационально делать расчет цепи постоянного маг-

нита?  
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РРААССЧЧЕЕТТ  РРААЗЗВВЕЕТТВВЛЛЕЕННННЫЫХХ  ММААГГННИИТТННЫЫХХ  ЦЦЕЕППЕЕЙЙ  

 
План лекции 

 
1. Симметричные цепи 
2. Несимметричные цепи 
 2.1. Прямая задача 
 2.2. Обратная задача 
 2.3. Смешанная задача 

 
11..  ССииммммееттррииччнныыее  ццееппии  

 
Разветвленные симметричные магнитные цепи часто встречаются на 

практике. Пример такой цепи приведен на рис. 23.1. 
 

Ф3

Ф2Ф1

Рис. 3.11

II

 
 
Магнитную цепь делят по оси симметрии на две одинаковые нераз-

ветвленные цепи, расчет которых уже рассмотрен. Магнитные потоки в них 
одинаковы и соответствуют половине потока среднего стержня сердечника: 

1 2 3Ф Ф 0,5Ф= = . 
 

22..  ННеессииммммееттррииччнныыее  ццееппии  
 
Пример разветвленной несимметричной магнитной цепи приведен на 

рис. 23.2. Наносим средние силовые линии, по которым вычисляем линейные 
размеры, определяем направления МДС и указываем направления магнитных 
потоков. 

Делим цепь на участки, отличающиеся площадью поперечного сечения 
и материалом. 
 

Рис. 23.1 
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При расчетах удобно пользоваться схемой замещения магнитной цепи 

и аналоговой ей электрической схемой (рис. 23.3, а, б). 
 

 
 

При расчете разветвленных магнитных цепей различают три типа за-
дач: прямую, обратную и смешанную. 

 
2.1. Прямая задача. В прямой задаче известны геометрические размеры 

в321 ,,, llll , 321 ,, SSS , основная кривая намагничивания сердечника В(Н), маг-
нитные потоки 321 Ф,Ф,Ф . Нужно вычислить создавшие их МДС 1F  и 2F . 

Составим систему уравнений по законам Кирхгофа для магнитных це-
пей: 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
+=+

=+−

.
;

;0ФФФ

2вв3322

212211

321

FlHlHlH
FFlHlН  

 
По заданным значениям потоков вычисляем магнитные индукции 

i

i
i S

B Φ
= . Для участков из ферромагнитных материалов по основной кривой 

намагничивания находим jH . Напряженность поля в воздушном зазоре 

l3 

l2
l1 

W 1 W2

a

b

Ф2

Ф3Ф1

Рис. 23.2 

F2

F 1
I2

I 1 

lв

Рис. 23.3 
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в
6

в 108,0 BH ⋅= . Подставив значения H  и l  в уравнения по второму закону 
Кирхгофа, найдем 1F  и 2F . 

 
2.2. Обратная задача. В обратной задаче по известным геометрическим 

размерам, зависимости В(Н), значениям МДС нужно вычислить созданные 
ими магнитные потоки. Эту задачу решают графоаналитически по аналогии с 
нелинейными электрическими цепями. 

Решение 
1. Для решения задачи необходимы вебер-амперные характеристики 

)(Ф 1м1 U , )(Ф 2м2 U , )(Ф мвм3 3 UU + , способ получения которых подробно 
рассмотрен в лекции 22. В неразветвленных магнитных цепях рабочая точка 
расположена в первой четверти координатной плоскости. В разветвленных 
магнитных цепях рабочая точка может оказаться в любой четверти коорди-
натной плоскости. 

Поэтому вебер-амперные характеристики нужно рассматривать и в 
третьей четверти, где они расположены  симметрично первой. 

2. Рационально сделать расчет методом напряжения между двумя уз-
лами. Условием для нахождения рабочей точки является уравнение по пер-
вому закону Кирхгофа: 
 

0ФФФ 321 =+− . 
 

Для упрощения решения задачи уравнение представим в виде 
 

231 ФФФ =+ . 
 

3. Оперировать функциями можно, если они заданы в зависимости от 
одного общего аргумента. Таким аргументом  является магнитное напряже-
ние между двумя узлами abUм . Рассчитав изменение магнитного потенциала 
между точками b и а для всех трех ветвей (см. рис. 23.3, а), получим сле-
дующие уравнения: 
 

мвммм2м;м1м 321 ; UUUUFUUFU ababab −−=+−=−= . 
 

4. На основании этих уравнений, пользуясь зависимостями )(Ф 1м1 U , 
)(Ф 2м2 U , )(Ф мвм3 3 UU + , строим графики )(Ф м1 abU , )(Ф м2 abU  и 
)(Ф м3 abU  (рис. 23.4). 
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График )(Ф м1 abU  строим, 
зеркально отобразив зависимость 

)(Ф 1м1 U  и сместив ее вправо от 
начала координат на величину 
МДС 1F  (кривая 1). График 

)(Ф м2 abU  строим, сместив гра-
фик )(Ф 2м2 U  влево от начала 
координат на величину МДС 2F  
(кривая 2). График 3Ф  ( аbUм ) 
получаем зеркальным отображе-
нием графика )(Ф мвм3 3 UU +  
(кривая 3). 

5. Складывая ординаты 
кривых 1 и 3 при одинаковых 
значениях аbUм , получим кри-
вую 4, являющуюся зависимо-
стью )()ФФ( м31 аbUf=+ . Пере-
сечение кривых 2 и 4 дает рабочую точку А. 

Опустив из точки А перпендикуляр на ось абсцисс, получим значение 
аbUм . При пересечении перпендикуляра с графиками  1, 2 и 3  получим зна-

чения магнитных потоков. 
 
2.3. Смешанная задача. В смешанной задаче по части значений МДС и 

потоков нужно вычислить остальные значения МДС и потоков. Задание хотя 
бы одного из потоков или соотношения между потоками упрощает решение 
по сравнению с обратной задачей. 

Пусть для магнитной цепи на рис. 23.2 нужно вычислить МДС 2F  и 
потоки 1Ф , 3Ф , если заданы значения МДС 1F  и магнитного потока 2Ф . 

Решение 
1. Выявим вебер-амперные характеристики 1 м1Ф ( )U , 

12 мФ ( )U , 

33 м мвФ ( )U U+ . 
2. Запишем уравнение по первому закону Кирхгофа: 

 
231 ФФФ =+ , 

 
где 2Ф  – известная величина. 

3. Уравнения, связывающие магнитное напряжение между двумя уз-
лами аbUм  с магнитными напряжениями на элементах схемы замещения те 
же, что и в п. 2.2: 

Рис. 23.4 
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мвммм2мм1м 321
;; UUUUFUUFU аbаbаb −−=+−=−= . 

 
4. На основании этих уравнений, поль-

зуясь зависимостями 
13 мФ ( )U  и 

33 м мвФ ( )U U+ , 
строим графики 1 мФ ( )

аb
U  и 3 мФ ( )

аb
U  (соответ-

ственно кривые 1 и 2 на рис. 23.5). 
5. Складывая ординаты кривых 1 и 2, 

получаем кривую 3, являющуюся зависимо-
стью )()ФФ( м31 аbUf=+ . Точка А, где сумма 
( )ФФ 31 +  равна известному значению 2Ф , яв-
ляется рабочей. Опустив из точки А перпенди-
куляр на ось абсцисс, получим значение аbUм . 
При пересечении перпендикуляра с кривыми 1 
и 2 получим значения потоков 1Ф  и 3Ф . Знак 
минус показывает, что действительное направ-
ление магнитного потока 3Ф  противоположно 

выбранному. 
6. Значение МДС 2F  найдем из уравнения 

2м 2 маb
U F U= − + : 

22 м маb
F U U= − . 

При заданном значении 2Ф  магнитная индукция 2
2

2

ФВ
S

= . По основной 

кривой намагничивания получим 2H . Магнитное напряжение 
2м 2 2U Н l= . 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Как делают расчет симметричной магнитной цепи? 
2. Как составить схему замещение магнитной цепи? 
3. Что понимают под законами Кирхгофа для магнитных цепей?  
4. Какую задачу называют прямой? 
5. Какую задачу называют обратной? 
6. Какой метод рационально использовать для решения обратной зада-

чи? 
7. Что является условием для нахождения рабочей точки? 
8. Какую задачу называют смешанной? 

 

Рис. 23.5 
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ННЕЕЛЛИИННЕЕЙЙННЫЫЕЕ    ЦЦЕЕППИИ    ППЕЕРРЕЕММЕЕННННООГГОО    ТТООККАА  

 
План лекции 

 
1. Магнитный поток и ЭДС катушки с ферромагнитным сердечником 
2. Потери в катушке с ферромагнитным сердечником 
3. Ток катушки с ферромагнитным сердечником 

 
11..  ММааггннииттнныыйй  ппооттоокк  ии  ЭЭДДСС  ккааттуушшккии    
сс  ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм  

 
В электротехнических устройствах в основном используют индуктив-

ные катушки с ферромагнитным сердечником. 
При наличии в индуктивной катушке переменного тока созданный им 

магнитный поток будет тоже переменным, поэтому в катушке наводится 
ЭДС самоиндукции. Основная часть магнитного потока оФ  замыкается по 

сердечнику. Этот поток наводит ЭДС 
t

We
d

dФо
о −= . Это явление характери-

зуют индуктивностью оL . 
Ферромагнитные цепи являются нелинейными. 

Величина индуктивности оL  меняется в зависимости 
от величины тока в катушке (рис. 24.1). Поэтому 

формулу 
t
iLe

d
d

оо −=  использовать нельзя. Если маг-

нитный поток меняется по синусоидальному закону 
tm ωsinФФ = , то созданная им ЭДС 

 

)
2
πωsin(ωФcosωФ

d
dФ

+−=ω−=−= tWtW
t

We mm . 

 
Полученное выражение показывает, что при синусоидальном магнит-

ном потоке ЭДС меняется тоже по синусоидальному закону и отстает от соз-
давшего ее потока на 90є. 

Эти выводы можно проиллюстрировать графиками: синусоидами  
(рис. 24.2, а) и векторной диаграммой (рис. 24.2, б). 

Максимальное значение ЭДС ωФmm WЕ = . Так как угловая частота 
fπ2ω = , можно записать: 
 

fWE mm π= 2Ф . 

Рис. 24.1 
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Разделив обе части равенства на 2 , получим действующее значение 
ЭДС: 

mm
m WfWfEE Ф44,4Ф

2
2

2
=

π
== . 

 

Эту формулу называют формулой трансформаторной ЭДС. 
Расчет магнитных цепей аналогичен расчету нелинейных электриче-

ских цепей с сосредоточенными параметрами, причем МДС F соответствует 
ЭДС Е, поток Ф – току I, магнитное сопротивление мR  – электрическому со-
противлению R , магнитное напряжение мU  – электрическому напряжению U. 

 

 
 
Явление электромагнитной индукции – одно из важнейших явлений, 

наблюдающихся в магнитном поле. 
В 1819 г. датчанин Ганс Эрстед открыл магнитные действия электри-

ческого тока. До этого было установлено, что электрическая энергия превра-
щается в тепловую и химическую, а тепловая и химическая – в электриче-
скую. Еще раньше было известно, что тепловая энергия превращается в ме-
ханическую, а механическая – в тепловую. 

Зная об открытии Г. Эрстеда и учитывая, что преобразования энергии 
являются  обратимыми, англичанин Майкл Фарадей в 1821 г. записал в днев-
нике: «Превратить магнетизм в электричество».Через 10 лет упорного труда 
в 1831 г. он открыл явление электромагнитной индукции – основу принципа 
действия электрических машин и измерительных приборов. 

М. Фарадей был гениальным экспериментатором. За 24 года в каждом 
номере журнала Академии наук было напечатано 3362 параграфа материалов 
«Из лаборатории Фарадея». 

 
22..  ППооттееррии  вв  ккааттуушшккее  сс  ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм  

 
Одна из особенностей катушки с ферромагнитным сердечником состо-

ит в том, что кроме активной мощности, потребляемой на нагрев  самой ка-
тушки, активная мощность расходуется в сердечнике. 

Рис. 24.2 
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Мощность, потребляемую в проводах катушки, называют потерями 
мощности в меди мР , потому что в большинстве случаев обмотки изготов-
ляют из медной проволоки. Мощность, расходуемую на нагрев сердечника, 
называют потерями мощности в стали стР . Можно записать: стм РРР += . 

Потери в стали складываются из потерь на гистерезис гР  и потерь от 
вихревых токов втР : 

 
втгст РРР += . 

 
Потери на гистерезис – это потери на перемагничивание. Их характе-

ризует площадь цикла магнитного гистерезиса. 
Потери на гистерезис вычисляют по формуле 
 

GfBР n
mгг σ= , 

 
где гσ  – коэффициент, зависящий от материала сердечника; G – вес сердеч-
ника. 

Показатель степени n = 1,6 при 1<тВ  Тл, n = 2 при 1>тВ  Тл. 
Под действием переменного магнитного потока в сердечнике наводят-

ся ЭДС, которые создают токи, замыкающиеся в теле сердечника. Их назы-
вают вихревыми токами. Они нагревают сердечник, а также вызывают маг-
нитный поток, направленный против основного магнитного потока. 

Для уменьшения потерь от вихревых токов сердечник изготавливают 
из тонких пластин, изолированных друг от друга. 

Потери от вихревых токов вычисляют по формуле 
 

GВfР т
22

ввт σ= , 

где 2
2

в 6
а

ρ
π

=σ ; с – удельное сопротивление; а – толщина пластины сердечника. 

При уменьшении толщины пластины увеличиваются потери на пере-
магничивание. Поэтому выбирают следующие оптимальные размеры: 

при частоте f = 50 Гц а = (0,35–0,5) мм; 
при частоте f = 400 Гц а = (0,1–0,35) мм. 
 

33..  ТТоокк  ккааттуушшккии  сс  ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм  
 
Чтобы построить график изменения тока i(t), необходимо воспользо-

ваться графиком изменения магнитного потока Ф(t) и магнитной характери-
стикой катушки Ф(i). 

Магнитную характеристику можно получить на основе зависимости 
В(Н), умножив магнитную индукцию на площадь поперечного сечения сер-
дечника S, а напряженность магнитного поля Н – на длину средней силовой 
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линии сердечника. Произведение Ф=⋅ SB , произведение мUHl =  пропор-
ционально току. Так как S и l являются постоянными величинами, то магнит-
ная характеристика имеет тот же вид, что и цикл  магнитного гистерезиса. 

 
1. Пренебрегаем потерями на гистерезис ( 0г =Р ). 
В этом случае магнитная характеристика имеет тот же вид, что и ос-

новная кривая намагничивания. Построение графика i(t) иллюстрирует 
рис. 24.3. 

 
 
 
Полученный график тока позволяет сделать следующие выводы: 
1. При синусоидальном напряжении и синусоидальном магнитном по-

токе ток несинусоидальный. 
2. Кривая тока симметрична относительно прямой, проходящей через 

максимальное значение тока. 
3. Когда магнитный поток Ф = 0, ток i = 0. 
4. Когда магнитный поток mΦ=Φ , ток maxIi = . 

Рис. 24.3 
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5. При разложении кривой тока в ряд Фурье в нем ярко выражены не-
четные гармоники: 

…+++= 531 iiii . 
 

2. Учитываем потери на гистерезис ( 0г ≠Р ). 
Построение графика i(t) иллюстрирует рис. 24.4. 
 

 
 
Полученный график тока позволяет сделать следующие выводы: 
1. При синусоидальном напряжении и синусоидальном магнитном по-

токе кривая тока резко несинусоидальная. 
2. Кривая тока несимметрична относительно прямой, проходящей че-

рез максимальное значение тока. 
3. Когда магнитный поток Ф = 0, ток 0≠i . Когда ток 0=i , магнитный 

поток 0Ф ≠ . Ток опережает магнитный поток на угол магнитных потерь д. 
4. Когда магнитный поток тФФ = , ток maxIi = . 

Рис. 24.4 
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5. При разложении кривой тока в ряд Фурье ярко выражены нечетные 
гармоники: …+++= 531 iiii . 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Чем катушка с ферромагнитным сердечником принципиально отли-
чается от катушки без сердечника? 

2. Каково фазное соотношение между ЭДС и создавшим ее магнитным 
потоком? 

3.  Приведите формулу трансформаторной ЭДС. 
4. Что называют потерями в меди и потерями в стали? 
5. По каким причинам сердечник греется? 
6. Как уменьшают потери от вихревых токов? 
7. Как меняется ток в катушке с ферромагнитным сердечником? 
8. Какие особенности имеет ряд Фурье, полученный при разложении 

кривой тока? 
9. Чем отличаются кривые тока при учете потерь на гистерезис и при 

пренебрежении ими? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  2255  
РРААССЧЧЕЕТТ  ККААТТУУШШККИИ  

СС  ФФЕЕРРРРООММААГГННИИТТННЫЫММ  ССЕЕРРДДЕЕЧЧННИИККООММ  
 

План лекции 
 

1. Схема замещения и векторная диаграмма катушки с ферромагнит-
ным сердечником 

2. Расчет параметров схемы замещения катушки с ферромагнитным 
сердечником 

3. Расчет катушки с ферромагнитным сердечником методом кусочно-
линейной аппроксимации 
 

11..  ССххееммаа  ззааммеещщеенниияя  ии  ввееккттооррннааяя  ддииааггррааммммаа  ккааттуушшккии  сс  
ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм  

 

При расчетах, не требующих особо высокой точности, несинусоидаль-
ный режим заменяют синусоидальным. Кривую тока заменяют либо эквива-
лентной ей синусоидой с тем же действующим значением тока, либо первой 
гармоникой, пренебрегая высшими, полученными при разложении кривой 
тока в ряд Фурье. При этом происходит замена нелинейного элемента услов-
но-нелинейным: ВАХ для мгновенных значений будет линейной, для дейст-
вующих – нелинейной. 

Синусоидальную величину можно заменить вращающимся вектором, а 
ему сопоставить комплексное число. Становятся возможными расчеты  сим-
волическим методом, построение векторных диаграмм. 

В схеме замещения идеальными элементами (рис. 25.1) учитывают яв-
ления, происходящие в реальной катушке. 

Резистор сопротивлением R  учитывает нагрев проводов катушки, со-
противлением  оR  – нагрев сердечника. 

Индуктивный элемент сопротивлением sX  учитывает ЭДС sE , наве-
денную магнитным потоком рассеяния, оX  – ЭДС оE , наведенную основ-
ным магнитным потоком. 

Элементы схемы замещения, связанные с сердечником, являются нели-
нейными. 

При некоторых расчетах более удобно использовать эквивалентную 
схему замещения с параллельным соединением элементов (рис. 25.2).  

Переход от одной схемы замещения к другой делают по формулам: 
 

2
о

о
о2

о

о
о2

о

о
о2

о

о
о ;;;

Z
XB

Z
RG

Y
BX

Y
GR ==== , 

 

где оY  – полная проводимость участка между точками 1 и 2, оZ  – полное со-
противление этого участка. 
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Напряжение, подаваемое на катушку, уравновешивает ЭДС оЕ  и sЕ  и 

падение напряжения на резисторе сопротивлением R: 
IREEU s
���� +−−= о . 

 
ЭДС можно учесть соответствующими напряжениями: 

 

оо UE �� −=  и IjXUE sss
��� −=−= . 

 
Тогда уравнение электрического состоя-

ния примет вид 
 

IjXIRUU s
���� ++= о . 

 
В схеме замещения с параллельным со-

единением элементов ток раскладывается на две 
составляющие: реактивную намагничивающую 

μI  и активную сI , учитывающую потери в ста-
ли. 

Построение векторной диаграммы начи-
нают с вектора основного магнитного потока оФ�  
(рис. 25.3). Наведенная им ЭДС оЕ  отстает от 

оФ  на угол о90 . Напряжение оо EU �� −= . Ток опе-
режает основной магнитный поток на угол маг-
нитных потерь δ . Магнитный поток рассеяния 

sФ  совпадает по фазе с током. Наведенная им 
ЭДС sE  отстает от sФ  на угол °90 . 

Входное напряжение складывается из 
трех: IRU �� ,о  и IjX s � . Вектор напряжения IR �  
строим из конца вектора оU�  параллельно вектору 

тока I� . Вектор напряжения IjX s �  опережает вектор тока на °90 .  
Векторная диаграмма токов для схемы с параллельным соединением 

элементов представлена на рис. 25.4. 

Рис. 25.2 Рис. 25.1 

Рис. 25.3 

Рис. 25.4 
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22..  РРаассччеетт  ппааррааммееттрроовв  ссххееммыы  ззааммеещщеенниияя  ккааттуушшккии  сс  ффееррррооммааггннииттнныымм  
ссееррддееччннииккоомм  

 
Катушку рассматриваем как условно нелинейный элемент, заменяя не-

синусоидальный режим для мгновенных значений синусоидальным. В этом 
случае применимы все методы расчетов для линейных цепей. 

 
2.1. Расчет параметров схемы замещения по результатам опытов 
Используя показания таких приборов, как амперметр, вольтметр, ватт-

метр, фазометр, на основании законов Кирхгофа с помощью векторных диа-
грамм и основных формул электротехники, производится расчет параметров. 

 
2.2. Расчет параметров схемы замещения 

по кривым удельных потерь. 
В качестве характеристик стали принима-

ют кривые удельных потерь, которые приведены 
в справочной литературе (см. рис. 25.5). 

Под удельными потерями понимают от-
ношения активной и реактивной мощностей 
сердечника к единице массы  стального магни-
топровода: 

G
QG

G
РР ст

ст.уд
ст

ст.уд ; == . 

Активная мощность сердечника оост φcosIUР = . Как видно из 

рис. 25.4, можно записать 
о

2
с2

ооооосоост δsin
G
IUGUGUIUIUР ===== . 

Реактивная мощность сердечника === δcosφsin ооост IUIUQ  

о

2
μ2

ооμо B
I

UBIU === . 

Рассмотрим решение на конкретном примере. 
Пример. Вычислить проводимости оB  и оG , если известны геометри-

ческие размеры сердечника, число витков катушки, входное напряжение, 
кривые удельных потерь и активное сопротивление R. 

Решение 
Зная геометрические размеры и материал сердечника, можно опреде-

лить вес сердечника G. 
Реактивным сопротивлением пренебрегаем, т. е. принимаем 0=sX . 

Так как оUU R << , принимаем UU ≈о . 
Из формулы трансформаторной ЭДС тfWUE Ф44,4оо ==  вычислим 

fWS
UВт 44,4

≈ , так как SВтт ⋅=Ф . 

По кривым удельных потерь найдем ст.удР  и ст.удQ . 

Рис. 25.5 
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Тогда GРР ⋅= ст.удст ; GQQ ⋅= ст.удст . 
Искомые проводимости определим по формулам: 
 

2
о

ст
о U

PG = ; 2
о

ст
о U

QB = . 

 

Расчеты можно уточнить, пользуясь методом итерации. Если сопро-
тивление 0=sX , то входное напряжение определим по формуле 

оUIRU ��� += . 
 

Ток μс III ��� += . Токи сI  и μI  можно вычислить по формулам: 
 

о
ст

с U
PI = ; 

о

ст
μ U

QI = . 

 

Будем считать, что векторы оU�  и сI�  лежат на действительной оси  
(см. рис. 25.4). Тогда формулу входного напряжения можно записать сле-
дующим образом: 

 
оμс )( UjIIRU +−=� . 

 
Задаваясь другим значением mB , расчет повторяют до тех пор, пока за-

данное напряжение станет отличаться от вычисленного по формуле не более, 
чем требует указанная точность. 

После этого можно вычислить проводимости оG  и оB . 
 
 

33..  РРаассччеетт  ккааттуушшккии  сс  ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм  
ммееттооддоомм  ккууссооччнноо--ллииннееййнноойй  ааппппррооккссииммааццииии  

 
Метод кусочно-линейной аппроксимации можно применять в случае, 

если материал сердечника имеет почти прямоугольную кривую намагничи-
вания. Такой формой кривой намагничивания обладают некоторые высоко-
качественные магнитомягкие материалы.  

Пусть катушка с ферромагнитным сердечником подключена к источ-
нику напряжения, которое меняется по закону tUu m ωsin= . Задана зависи-
мость В(Н). Нужно определить законы изменения потокосцепления ψ , на-
пряжений Ru  и Lu . 

Выберем самый простой вид кусочно-линейной аппроксимации кривой 
намагничивания (рис. 25.6). Магнитная характеристика аналогична кривой 
намагничивания, так как получается путем умножения В и Н на постоянные 
величины (рис. 25.7). 
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Уравнение электрического состояния катушки с ферромагнитным сер-

дечником в самом общем виде можно записать следующим образом: 
 

tU
t

Ri m ω=
ψ

+ sin
d
d , 

 

где Ri  – напряжение на резистивном элементе Ru , 
td

dψ  – напряжение на ин-

дуктивном элементе Lu . 
 

Решение будет более интересным, если принять, что в начальный мо-
мент времени (t = 0) сердечник был намагничен до насыщения, причем пото-
косцепление нψψ −= . Этому состоянию соответствует точка 1 на магнитной 
характеристике (см. рис. 25.7). 

С увеличением напряжения сердечник начинает перемагничиваться.  
При изменении текущего угла tω  от 0 до 1ωt  (рис. 25.8), когда пото-

косцепление ψ  станет равным нψ , рабочая точка на магнитной характери-
стике перемещается в интервале 1–2. Этому интервалу соответствует значе-
ние тока 0=i . Напряжение 0=Ru . Уравнение электрического состояния 
примет вид: 

 

tU
t

u mL ωsin
d
ψd

== . 

 
Отсюда получаем закон изменения потокосцепления: 
 

AtUm +−=ψ ωcos
ω

.

Рис. 25.6 Рис. 25.7 
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Вычислим постоянную интегрирования А. Так как при t = 0 потокосце-
пление нψψ −= , запишем 

AUm +
°

−=ψ−
ω

0cos
н . 

Тогда  AUm +−=−
ω

ψн , потому что cos 0є = 1. Отсюда нψω
−= mUA . 

Закон изменения потокосцепления в более полном виде: 
 

нн ψ)ωcos1(
ω

ψ
ω

ωcos
ω

ψ −−=−+−= tUUtU mmm . 

 
Выясним, до какого значения текущего угла 1tω  будет происходить пе-

ремагничивание сердечника. 
При 1t tω = ω  потокосцепление нψψ = .  

Рис. 25.8
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Тогда н1н ψ
ω

ωcos
ω

ψ −+−= mm UtU ; )ωcos1(
ω

ψ2 1н tUm −= . 

 

Отсюда 
mU

t ωψ21ωcos н
1 −= ;    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ωψ
−=ω

mU
t н
1

21arccos . 

 
Графики ψ,,, LR uuu  представлены на рис. 25.8. 
Если сердечник полностью перемагнитился при 1tω < π , то на интер-

вале значений текущего угла от 1tω  до π  потокосцепление constψψ н == .  

Тогда 0
d
d

=
ψ

=
t

uL , tURiu mR ωsin== . 

Рабочая точка на магнитной характеристике находится на интервале  
2–3. 

При отрицательной полуволне входного напряжения сердечник вновь 
перемагничивается, потокосцепление  меняется от нψ  до нψ− . После пере-
магничивания до π2ω =t  потокосцепление constψψ н =−=  (см. рис. 25.8). 
Расчеты аналогичны приведенным для положительной полуволны входного 
напряжения. Далее процессы повторяются. 

 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Какое явление учитывает линейный резистивный элемент схемы за-
мещения? 

2. Какое явление учитывает нелинейный резистивный элемент схемы 
замещения? 

3. Какое явление учитывает линейный индуктивный элемент схемы 
замещения? 

4. Какое явление учитывает нелинейный индуктивный элемент схемы 
замещения? 

5. По каким формулам делают переход от последовательной схемы за-
мещения к параллельной и обратно? 

6. Каков порядок построения векторной диаграммы катушки с ферро-
магнитным сердечником? 

7. Какие методы расчета параметров схемы замещения катушки с фер-
ромагнитным сердечником вы знаете? 

8. Что назвали кривыми удельных потерь? 
9. В чем суть расчета методом кусочно-линейной аппроксимации? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  2266  
ЯЯВВЛЛЕЕННИИЕЕ  ФФЕЕРРРРООРРЕЕЗЗООННААННССАА  

 
План лекции 

 
1. Феррорезонанс напряжений 
2. Феррорезонанс токов 
 
Явление феррорезонанса возникает в цепях с нелинейными индуктив-

ными катушками и конденсаторами, когда они компенсируют действие друг 
друга. Цепь имеет чисто активный характер. 

Для достижения резонанса в линейных цепях нужно изменить пара-
метры или частоту. Феррорезонанс возникает за счет изменения индуктивно-
сти при изменении величины тока и напряжения. 

При анализе феррорезонансных явлений делаем допущения: 
1. Считаем индуктивную катушку условнонелинейным элементом, за-

меняя кривую тока ее первой гармоникой, полученной при разложении  в ряд 
Фурье. 

2. Пренебрегаем потерями на гистерезис, т. е. при анализе используем 
основную кривую намагничивания. 

 

11..  ФФееррррооррееззооннааннсс  ннааппрряяжжеенниийй  
 
Наблюдается в цепи с последовательным соединением нелинейной ин-

дуктивной катушки и конденсатора. 
1.1. Пренебрегаем активным сопротивлением (R = 0). 
Упрощенная схема замещения анализируемой цепи представлена на 

рис. 26.1. Векторная диаграмма изображена на рис. 26.2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Входное напряжение CL UUU ��� += . Так как векторы напряжений LU�  и 

CU�  противоположны, можно записать CL UUU −= . 
Результирующая вольт-амперная характеристика изображена на 

рис. 26.3. 

Рис. 26.1 Рис. 26.2 
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Если вольт-амперные характеристики индуктивной катушки и конден-

сатора пересекаются, в цепи наблюдается феррорезонанс напряжений. Точка 
А соответствует режиму феррорезонанса. В этой точке CL UU = , угол 0φ = . 

На интервале от 0 до точки А напряжение CL UU > , угол 0φ > , цепь 
имеет индуктивный характер. 

Правее точки А напряжение CL UU < , угол 0φ < , цепь имеет емкост-
ный характер. Говорят, что при резонансе происходит «опрокидывание» фа-
зы. 

1.2. Учитываем активное сопротивление цепи. 
Схема замещения представлена на рис. 26.4, соответствующая ей век-

торная диаграмма – на рис. 26.5. 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Как видно из векторной диаграммы, входное напряжение 

22 )( LСR UUUU −+= . Эта формула позволяет построить результирующую 
вольт-амперную характеристику с учетом активного сопротивления цепи 
(рис. 26.6). 

( )L CU U f I− =
Рис. 26.3

Рис. 26.4 Рис. 26.5 
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При феррорезонансе напряжений (точка А) напряжение CL UU = , 

входное напряжение RUU = , т. е. цепь имеет чисто активный характер. Пер-
вые гармоники тока и напряжения совпадают по фазе. 

На участке а0  CL UU > , цепь имеет активно-индуктивный характер, на 
участке ab LC UU > , поэтому цепь имеет активно-емкостной характер. 

Пусть цепь с последовательным соединением нелинейной индуктивной 
катушки и конденсатора подключена к источнику напряжения, действующее 
значение которого с помощью автотрансформатора будем плавно увеличи-
вать, начиная с нуля. Рабочая точка при этом будет перемещаться по вольт-
амперной характеристике (рис. 26.7). 

После достижения точки В ток увеличится скачком, так как одному 
значению напряжения соответствуют два значения тока. При уменьшении 
напряжения скачок тока будет наблюдаться в точке А. Это явление носит на-
звание триггерного эффекта. 

Участок вольт-амперной характеристики между точками А и В являет-
ся участком неустойчивой работы. При питании от источника напряжения 
его нельзя выявить экспериментально. Вольт-амперную характеристику цепи 
с последовательным соединением нелинейной индуктивной катушки и кон-
денсатора можно полностью экспериментально выявить при питании от ис-
точника тока, так как одному значению тока соответствует только одно зна-
чение напряжения. 

 

Рис. 26.6
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22..  ФФееррррооррееззооннааннсс  ттооккоовв  
 
Наблюдается в цепи с параллельным соединением нелинейной индук-

тивной катушки и конденсатора. Упрощенная схема замещения цепи, если 
пренебречь активным сопротивлением, представлена на рис. 26.8. Соответст-
вующая ей векторная диаграмма изображена на рис. 26.9 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
По первому закону Кирхгофа входной ток CL III ��� += . Из векторной 

диаграммы видно, что CL III −= . 
Результирующая вольт-амперная характеристика изображена на 

рис. 26.10. В точке А наблюдается феррорезонанс токов )( CL II = . Цепь име-
ет чисто активный характер, угол 0φ = . От 0 до точки А цепь имеет емкост-
ный характер, так как ток LC II > . Угол 0φ < . Выше точки А цепь имеет ин-
дуктивный характер, так как ток CL II > . Угол 0φ > . 

 
 

Рис. 26.7 

Рис. 26.8 Рис. 26.9 
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Вольт-амперная характеристика для случая, когда активное сопротив-

ление цепи учтено, представлена на рис. 26.11. Ее построение аналогично 
изображенному на рис. 26.6, но проводить его нужно для токов, а не для на-
пряжений. 

При питании от источника напряжения вольт-амперная характеристика 
будет выявлена полностью, так как одному значению напряжения соответст-
вует одно значение тока. 

При питании от источника тока будут наблюдаться скачки напряжения 
(см. рис. 26.12). Участок АВ является участком неустойчивой работы. 

 
 

 
 

 
 

 

Рис. 26.10 

Рис. 26.12 Рис. 26.11 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  
 

1. Чем феррорезонансные явления принципиально отличаются от ре-
зонансных? 

2. В каких цепях бывает резонанс напряжений? 
3. Какой характер имеет цепь при резонансе? 
4. Какой вид имеет ВАХ цепи с последовательным соединением нели-

нейной индуктивной катушки и конденсатора? 
5. Какое явление называют триггерным эффектом? 
6. Как экспериментально выявить участок неустойчивой работы ВАХ 

цепи с последовательным соединением нелинейной катушки и конденсатора? 
7. В какой цепи наблюдается явление феррорезонанса токов? 
8. Какой вид имеет ВАХ цепи с параллельным соединением нелиней-

ной катушки и конденсатора? 
9. В каком случае будет наблюдаться триггерный эффект в цепи с па-

раллельным соединением нелинейной индуктивной катушки и конденсатора?  
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  2277  
ЧЧЕЕТТЫЫРРЕЕХХППООЛЛЮЮССННИИККИИ  ППРРИИ  ССИИННУУССООИИДДААЛЛЬЬННЫЫХХ  

ВВООЗЗДДЕЕЙЙССТТВВИИЯЯХХ  
 

План лекции 
 
1. Четырехполюсники и их основные уравнения 
2. Определение коэффициентов уравнений связи четырехполюсника 
 

11..  ЧЧееттыыррееххппооллююссннииккии  ии  иихх  ооссннооввнныыее  ууррааввннеенниияя  
 
Исследование режима работы сложной электрической цепи часто сво-

дится к установлению связей между токами, напряжениями и мощностями 
различных ее участков. Режим работы остальной цепи при этом значения не 
имеет. 

Рассматриваемую часть цепи можно определить обобщенными пара-
метрами на соответствующих зажимах. 

Часть цепи, которую характеризуют обобщенными параметрами, необ-
ходимыми и достаточными для составления уравнений связи между токами и 
потенциалами на ее зажимах, называют многополюсником. Число полюсов 
многополюсника равно числу зажимов на границе данной части цепи. 

Четырехполюсники могут быть пассивными и активными. Рассмотрим 
пассивный четырехполюсник, представленный на рис. 27.1. 
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Рис. 27.1 
 

Разработаны шесть форм уравнений связи четырехполюсников. 
Уравнения в Z -форме связывают входное и выходное напряжения с 

входным и выходным токами: 
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Коэффициентами в этих уравнениях являются сопротивления Z . Их 
можно определить из режимов холостого хода. В режиме холостого хода за-
жимов 2 2′−  (см. рис. 27.1) ток 02 =I . 

Из уравнений связи получаем: 
 

x1

x2
21

x1

x1
11 ;

I
UZ

I
UZ �

�
�
�

== . 

 
В режиме холостого хода зажимов 1 1′−  ток 01 =I . Тогда сопротивления 
 

x2

x2
22

x2

x1
12 ;

I
UZ

I
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�
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�

== . 

 
Более компактной является запись уравнений связи в матричной фор-

ме: 
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Если токи выразить через напряжения, получим уравнения связи  

в Y -форме: 
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Запись в матричной форме имеет вид 
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Коэффициентами в этих уравнениях являются проводимости Y . Их 

можно определить из режимов короткого замыкания. В режиме короткого 
замыкания зажимов 2 2′−  напряжение 02 =U . Из уравнений связи получаем: 

 

k

k

k

k
U
IY

U
IY

1

2
21

1

1
11 ; �

�
�
�

==  

В режиме короткого замыкания зажимов 1 1′−  напряжение 01 =U . Тогда 
можно найти остальные проводимости: 
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Если отношение напряжения на входе к току на выходе не зависит от 

того, какие зажимы являются входными, а какие – выходными, четырехпо-
люсник является обратимым. У него 2112 YY = . 

При каскадном соединении четырехполюсников (длинные линии) це-
лесообразно записать уравнения в такой форме, чтобы 1U�  и 1I�  были выраже-
ны через 2U�  и 2I� . Их называют уравнениями в А-форме и получают из урав-
нений в Y -форме: 
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где 
21

22
Y
YA =  – безразмерная величина; 

21

1
Y

B =  – сопротивление; 

21

21122211
Y

YYYYC −
=  – проводимость; 

21

11
Y
YD =  – безразмерная величина. 

 

При анализе четырехполюсников используют соотношение 
 

21

12

2121

211222112211
Y
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⋅
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=− . 

 
Для цепей, где выполняется принцип взаимности, 2112 YY = . Тогда 

1=− CBDA . 
Комплексные коэффициенты DCBA ,,,  зависят от конфигурации схе-

мы, параметров элементов и от частоты. 
Запись уравнений связи в матричной форме имеет вид 
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I

U
DC
BA

I
U

�
�

�
�

. 

 
Аналогично можно получить систему уравнений связи относительно 

выходных величин: 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

.

;

112

112

IAUCI

IBUDU

���

���
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1. Четырехполюсники и их основные уравнения 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -182- 
 

Четырехполюсник называют симметричным, если при перемене места-
ми источника питания и приемника токи источника питания и приемника не 
изменятся. При взаимной замене первичных и вторичных зажимов уравнения 
связи должны оставаться неизменными, т. е. DA = . 

Все четырехполюсники, не удовлетворяющие этому условию, называ-
ют несимметричными. 

В цепях с полупроводниковыми приборами для описания биполярных 
транзисторов используют H  и G  – формы записи уравнений связи. Коэффи-
циенты H  и G  называют гибридными. 

Уравнения связи в Н-форме записывают следующим образом: 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

,

;

2221212

2121111

UHIHI

UНIHU

���

���
 

 

где ;
22

21122211
11 Z

ZZZZH −
=  

22
22

1
Z

Н = ; 
22

12
12 Z

ZН = ; 
22

21
21 Z

ZН −= . 

 
Н-параметры можно определить из опытов холостого хода и короткого 

замыкания. 
В режиме короткого замыкания вторичных зажимов напряжение 
02 =U . Из уравнений связи получим: 

k

k
I

UН
1

1
11 �

�
=  – сопротивление; 

k

k
I
IН

1

2
21 �

�
=  – передаточная функция по току. 

В режиме холостого хода первичных зажимов ток 01 =I . Тогда из 
уравнений связи получим: 

 

x2

x1
12 U

UН
�

=  – передаточная функция по напряжению; 

 

x2

x2
22 U

IН �
�

=  – проводимость. 

 
Запись в матричной форме: 
 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡

2

1
2221
1211

2

1
U
I

HH
HH

I
U

�
�

�
�

. 

 
Уравнения связи в G-форме имеют вид 
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1. Четырехполюсники и их основные уравнения 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -183- 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

.

;

2221212

2121111

IGUGU

IGUGI

���

���
 

 
22..  ООппррееддееллееннииее  ккооээффффииццииееннттоовв  ууррааввннеенниийй    

ссввяяззии  ччееттыыррееххппооллююссннииккаа  
 
Комплексные коэффициенты пассивного четырехполюсника опреде-

ляют опытным или расчетным путем. В последнем случае должна быть из-
вестна схема соединения пассивного четырехполюсника и ее параметры. 

Для опытного определения проводят опыты холостого хода и коротко-
го замыкания. При этом нужно измерять не только модули комплексных ве-
личин, но и их аргументы. 

Рассмотрим нахождение коэффициентов в А-форме уравнений связи. 
В режиме холостого хода вторичных зажимов  ток 02 =I . 
Уравнения связи принимают вид 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.

;

2х1

2х1

UCI

UAU

��

��
 

Отсюда сопротивление 
С
A

I
UZ ==

х1

х1
х1 �

�
. 

 
В режиме короткого замыкания вторичных зажимов напряжение 
02 =U .  
Уравнения связи получаются упрощенными: 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.

;

21

21

IDI

IBU

k

k

��

��
 

 

Сопротивление 
D
B

I
UZ

k

k
k ==

1

1
1 �

�
. 

В режиме холостого хода первичных зажимов ток 01 =I . 
Уравнения связи запишем следующим образом: 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.

;

1х2

1х2

UСI

UDU

��

��
 

Сопротивление 
C
D

I
UZ ==

2х

2х
2х �

�
. 
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2. Определение коэффициентов уравнений  связи четырехполюсника 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -184- 
 

В режиме короткого замыкания первичных зажимов напряжение  
01 =U . 
Уравнения связи имеют вид 

 

⎩
⎨
⎧

=

=

.
;

12

12

IAI
IBU

k

k
��
��

 

Сопротивление 
A
B

I
UZ

k

k
k ==

2

2
2 �

�
. 

Четвертым можно взять уравнение 1=− CBDA . 
Совместное решение четырех уравнений с четырьмя неизвестными да-

ет формулы коэффициентов четырехполюсника в А-форме: 
 

;
)( к1х1к2

к1х1
ZZZ

ZZA
−

⋅
=  к2ZAB = ; 

х1Z
AC = ; 

x1

x2
Z
ZAD = . 

 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Что называют многополюсником? 
2. Какие формы уравнений связи вы знаете? 
3. В каких цепях используют уравнения связи в А-форме? 
4. В каких цепях используют уравнения связи Н и G-формах? 
5. Какой четырехполюсник называют симметричным? 
6. Какие опыты проводят для определения коэффициентов уравнений 

связи четырехполюсника? 
 



 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -185- 
 

ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  2288  
ХХААРРААККТТЕЕРРИИССТТИИЧЧЕЕССККИИЕЕ  ППААРРААММЕЕТТРРЫЫ  

ЧЧЕЕТТЫЫРРЕЕХХППООЛЛЮЮССННИИККАА  
 

План лекции 
 

1. Режим четырехполюсника под нагрузкой 
2. Характеристические сопротивления 
3. Постоянная передачи четырехполюсника 
4. Уравнения четырехполюсника в гиперболических функциях 
 

11..  РРеежжиимм  ччееттыыррееххппооллююссннииккаа  ппоодд  ннааггррууззккоойй  
 
Четырехполюсники, к зажимам которых подсоединена нагрузка, изо-

бражены на рис. 28.1, а и б. 
 

U U2

2

2

1

1
´

´

1

I I1 2

П

U

2

2

1

1
´

´

1

I I1 2

П

Z
2Z1вх

а

U2

Z вх2Z1

б  
 

Рис. 28.1 
 
Входное сопротивление четырехполюсника со стороны зажимов 1 1′− , 

когда к зажимам 2 2′−  подсоединена нагрузка (рис. 28.1, а): 

1

1
вх1 I

UZ �
�

= . 
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1. Режим четырехполюсника под нагрузкой 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -186- 
 

Подставив 1U�  и 1I�  из уравнений связи в А-форме, получим 
 

22

22
вх1 IDUC

IВUА
Z ��

��

+

+
= . 

 
Напряжение 222 IZU �� = , тогда 
 

DZC
BZA

IDIZC
IВIZАZ

+
+

=
+
+

=
2

2

222

222
вх1 ��

��
. 

 
Входное сопротивление четырехполюсника со стороны зажимов 2 2′− , 

когда к зажимам 1 1′−  подсоединена нагрузка (рис. 28.1, б): 
 

2

2
вх2 I

UZ �
�

= . 

 
Подставив 2U�  и 2I�  из уравнений связи в А-форме, получим 
 

11

11
вх2 IAUC

IBUDZ ��
��

+
+

= . 

 
Напряжение 111 IZU �� = , поэтому 
 

AZC
BZD

IAIZC
IВIZDZ

+
+

=
+
+

=
1

1

111

111
вх2 ��

��
. 

 
На практике применяют и другие выражения входных сопротивлений. 
Умножив и разделив выражение вх1Z  на A  и C , получим 
 

DZC
BZA

A
C

C
AZ

+
+

⋅⋅=
2

2
вх1 . 

 
Умножив и разделив выражение вх2Z  на D  и C , получим 
 

AZC
BZD

D
C

C
DZ

+
+

⋅⋅=
1

1
вх2 . 

 
Подставив в эти формулы выведенные ранее соотношения 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -187- 
 

C
AZ =х1 , 

D
BZ k =1 , 

C
DZ =х2 , 

A
BZ k =2 , 

 
запишем выражения входных сопротивлений в следующем виде: 
 

х22

22
х1вх1 ZZ

ZZZZ k
+
+

= ; 
х11

11
х2вх2 ZZ

ZZZZ k
+
+

= . 

 
22..  ХХааррааккттееррииссттииччеессккииее  ссооппррооттииввллеенниияя  

 
Пусть 1Z  и 2Z  подобраны таким образом, что 11вх ZZ =  и 22вх ZZ = . 

 Такую нагрузку называют согласованной, а режим – согласованным. 
Согласованный режим – это режим передачи максимальной мощности. 

При этом режиме не возникают отраженные волны. Поэтому к согласован-
ному режиму стремятся в цепях слабого тока (радио, телефон, телеграф, те-
лемеханика), так как отраженный сигнал, накладываясь на основные, мешает 
правильной работе аппаратуры. Для достижения согласованного режима ме-
жду генератором и приемником включают соответствующие четырехполюс-
ники. 

Входные сопротивления в согласованном режиме называют характери-
стическими и обозначают 1сZ  и 2сZ : 

 

DZC
BZAZ

+
+

=
c2

c2
1с ; 

AZC
BZDZ

+
+

=
c1

c1
2с . 

 
Из совместного решения этих уравнений получим: 

 

kZZ
DC
BAZ 1x11с ⋅=

⋅
⋅

= ; 

 

kZZ
AC
BDZ 2x22с ⋅=

⋅
⋅

= . 

 
У симметричного четырехполюсника DA = , поэтому == c21с ZZ  

C
BZ == c . 

 
33..  ППооссттоояяннннааяя  ппееррееддааччии  ччееттыыррееххппооллююссннииккаа  

 
Следующим характеристическим параметром является постоянная пе-

редачи четырехполюсника g . Ее определяют при согласованном режиме 
следующим образом: 



ЛЕКЦИЯ 28. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА 
3. Постоянная передачи четырехполюсника 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -188- 
 

22

11ln
2
1

IU
IUg ��
��

= . 

Постоянная передачи четырехполюсника является комплексной вели-
чиной: 

bjag += , 
 

где а – коэффициент затухания; b – коэффициент фазы. 
Коэффициент затухания 

 

2

1

22

11 ln
2
1ln

2
1

S
S

IU
IUa ==  

 
характеризует изменение абсолютного значения напряжения (или тока) на 
выходе по сравнению с его значением на входе. Единица измерения – непер 
(Нп). Коэффициент затухания а = 1 Нп, если в режиме согласованной нагруз-

ки симметричного четырехполюсника отношение 718,2e
2

1 ≈=
U
U . В настоя-

щее время принята другая единица измерения, называемая белом (Б). Чаще 
пользуются в десять раз меньшей единицей – децибелом (дБ): 1 дБ = 0,115 
Нп. 

Коэффициент фазы 
 

( ) ( )[ ]
2121

ψψψψ
2
1

iiuub −+−=  
 

в общем случае не является углом сдвига фаз между напряжениями и токами 
на входе и выходе. 

Подставив в выражение постоянной передачи четырехполюсника 
1c11 IZU �� =  и 2c22 IZU �� = , получим 

 

   
c2

c1

2

1
2
2c2

2
1c1

Z
lnln

2
1 Z

I
I

IZ
IZg �

�
�
�

== .     (28.1) 

 
Уравнение связи четырехполюсника в А-форме 

 

      2222c2221 )( IDZCIDIZCIDUCI ������ +=+=+= .    (28.2) 
 

Подставив уравнение (28.2) в уравнение (28.1), получим 

с2

c1
2 )ln(

Z
ZDZCg += . 

 
После подстановки формул характеристических сопротивлений  
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3. Постоянная передачи четырехполюсника 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -189- 
 

DC
BAZ =c1  и 

AC
BDZ =c2  

получим ( )CBDAg += ln . 
Это выражение можно записать в виде 

 

CBDAg +=e . 
 

Величина g−e  является обратной ge : 
 

CBDA
CBDA

CBDA
CBDA

g −=
−
−

=
+

=− 1e , 

 
так как 1=− CBDA . 
Тогда гиперболические функции 
 

DAg
gg

=
+

=
−

2
eech ; 

             (28.3) 

CBg
gg

=
−

=
−

2
eesh . 

Вычислим следующие значения: 
 

D
A

Z
Z

=
c2

c1 ; 
C
BZZ =⋅ c2c1 .              (28.4) 

 
 

44..  УУррааввннеенниияя  ччееттыыррееххппооллююссннииккаа  вв  ггииппееррббооллииччеессккиихх  ффууннккцциияяхх  
 
Умножив уравнения (28.3) на уравнения (28.4), получим 

 

Ag
Z
Z

=⋅ ch
c2

c1 ; BgZZ =⋅⋅ shc2c1 . 

 
Разделив уравнения (28.3) на уравнения (28.4), получим 
 

Dg
Z
Z

=⋅ ch
c1

c2 ; Cg
ZZ

=⋅
⋅

sh1

c2c1
. 

Подставив коэффициенты в уравнения связи четырехполюсника, полу-
чим уравнения в гиперболических функциях: 
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4. Уравнения четырехполюсника в гиперболических функциях 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -190- 
 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+
⋅

=

⋅+=

.chsh1

;shch

2
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2
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1
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1
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Z
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I

IgZZUg
Z
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���

���

 

У симметричного четырехполюсника cc2c1, ZZZDA === . Тогда 
Ag =ch . 
Уравнения в гиперболических функциях принимают следующий вид: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

.chsh1

;shch

22
c

1

2c21

IgUg
Z

I

IgZUgU

���

���

 

 
На основе теории четырехполюсника проводят анализ линий передачи 

электроэнергии, различных фильтров, электронных устройств. 
 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Что называют входным сопротивлением четырехполюсника? 
2. Какое сопротивление называют характеристическим? 
3. Чему равно характеристическое сопротивление симметричного че-

тырехполюсника? 
4. Чему равна постоянная передачи четырехполюсника? 
5. Что характеризует коэффициент затухания? 
6. Чему равен коэффициент фазы? 
7. Чему равны ch g и sh g? 

 



 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -191- 
 

ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  2299  
ЦЦЕЕППИИ  СС  РРААССППРРЕЕДДЕЕЛЛЕЕННННЫЫММИИ  ППААРРААММЕЕТТРРААММИИ  

 
План лекции 

 
1. Основные понятия 
2. Уравнения однородной линии 
3. Синусоидальные напряжения и токи 
 

11..  ООссннооввнныыее  ппоонняяттиияя  
 
Ранее в курсе ТОЭ рассматривали цепи с сосредоточенными парамет-

рами. В них можно выделить элементы, в которых запасается энергия маг-
нитного поля, электрического поля, происходят необратимые преобразования 
электромагнитной энергии в другие виды энергии. Эти явления учитывают 
элементы резистивный, индуктивный, емкостный. 

Под цепями с распределенными параметрами понимают такие цепи, в 
которых энергии электрического и магнитного полей, а также необратимые 
преобразования энергии (потери в виде тепла) распределены равномерно или 
неравномерно вдоль цепи (ее длины). 

К цепям с распределенными параметрами относят ЛЭП, линии теле-
фонной связи, антенны приемно-передающих устройств. Обмотки электри-
ческих машин и трансформаторов тоже можно считать цепями  с распреде-
ленными параметрами. 

Рассмотрим двухпроводную однородную линию электропередачи. Од-
нородной называют линию, параметры которой равномерно распределены 
вдоль ее длины. Это идеализированная линия, так как учитывают изменение 
параметров от влияния провиса проводов и неравномерности поверхности 
земли. 

В цепях с распределенными параметрами напряжения и токи  будут 
различны на каждом участке и могут меняться в пределах одного участка. 

На рис. 29.1 изображен элемен-
тарный участок линии: 

dx – длина элементарного участ-
ка, I и u – ток и напряжение в начале 
участка, 

dx
x
ii

d
d

+  – ток в конце участка, 

−+ dx
x
uu

d
d напряжение в конце 

участка. Такой элементарный участок 
обладает параметрами: dxGdxRdxLdxC 0000 ,,, . 0000 ,,, GRLC  – первичные 
параметры однородной линии, т. е. параметры линии на единицу длины. Их 

 i 

 u 

 dx  x 

 i +  dx 
 di  dx 

u +  dx 
 du  dx 

Рис. 29.1 
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считают обычно известными и постоянными. [ ]
км
Ом

0 =R ; [ ]
км
См

0 =G , 

[ ]
км
Гн

0 =L , [ ]
км
Ф

0 =С . 

Элементарный участок с учетом и первичных параметров представлен 
на рис. 29.2. 
Каждый участок линии длиной dx 
можно представить в виде Г-образного 
четырехполюсника, саму линию – в 
виде совокупности П- или Т-образных 
четырехполюсников, включенных по-
следовательно. 

Линию в целом можно рассмат-
ривать как симметричный четырехпо-
люсник относительно входных и вы-
ходных зажимов. 

 
22..  УУррааввннеенниияя  оодднноорроодднноойй  ллииннииии  

 
Напряжение и ток линии зависят не только от времени, но и от про-

странственной координаты х (от точки линии): ( )txu , ; ( )txi , . 
Координату х можно отсчитывать от начала линии, конца или любой 

точки, принятой за начало отсчета. Начало линии – точка подключения ли-
нии к генератору, конец линии – точка подключения нагрузки к линии. 

Будем вести отсчет координаты х от начала линии и считать, что вся 
нагрузка сосредоточена в конце линии, линия не имеет ответвлений. 

Исследовать линию – это значит найти зависимости ( )txu ,  и ( )txi ,  в 
любой точке линии в любой момент времени. 

Определим изменение напряжения на участке dx, которое равно сумме 
падений напряжений на элементах этого участка: 

 

dx
x
udx

x
uuu

d
d

d
d

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− . 

 
На рис. 29.2 видно, что 
 

( ) ( )
t
idxLidxRdx

x
u

d
d

d
d

00 +⋅=− , 

 
тогда 
 

t
iLiR

x
u

d
d

d
d

00 +=− . 

 

 L0 dx  R0 dx 

 G0 dx  C0 dx  u 

 i 

 dx 

Рис. 29.2 
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Изменение тока в пределах этого участка равно сумме токов утечки в 
элементах этого участка: 

 

( ) ( )
t
udxCudxGdx

x
i

d
d

d
d

00 +=− . 

Отсюда 
 

t
uCuG

x
i

d
d

d
d

00 +=− . 

 
Получим систему уравнений, которую называют телеграфными урав-

нениями однородной линии. 
 

0 0

0 0

d d ;
d d

d d .
d d

u iR i L
x t

i uG u C
x t

⎧ − = +⎪
⎪
⎨
⎪
⎪− = +
⎩

    (29.1) 

 
Систему записывают с использованием частных производных, так как 

напряжения и токи зависят от двух координат: t и x. 
Если за начало отсчета принять конец линии и координату до рассмат-

риваемой точки линии обозначить х′ , то получим систему уравнений (29.2), 
аналогичную системе (29.1), но в левой части знаки изменятся на противопо-
ложные: 

 

0 0

0 0

d d ;
d d

d d .
d d

u iR i L
x t

i uG u C
x t

⎧ = +⎪ ′
⎪
⎨
⎪
⎪ = +

′⎩

    (29.2) 

 
Решение системы (29.1) или (29.2) относительно напряжений и токов 

можно получить однозначно при известных начальных и граничных услови-
ях. 

Начальные условия – это значения токов и напряжений в начале или 
конце линии для момента времени 0=t . 

Граничные условия устанавливают связь между напряжением и током 
в начале или конце линии в зависимости от режима работы линии. 

 
33..  ССииннууссооииддааллььнныыее  ннааппрряяжжеенниияя  ии  ттооккии  вв  ллииннииии  

 
Если линия подключена к источнику синусоидального напряжения с 

частотой f, то напряжение и ток установившегося режима изменяются по си-
нусоидальному закону с той же частотой. 
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В системе уравнений (29.1) перейдем от мгновенных значений к ком-
плексным. Комплексные значения зависят от х и не зависят от t, так как ком-
плекс сопоставляют вектору в момент времени 0=t : ( ) ( )xUUxII ���� == ; . 

Поэтому получаем систему уравнений не в частных производных, а в 
обыкновенных (полных): 

 

( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=⋅+=+=−

=+=+=
−

,ωω
d
d

;ωω
d
d

00000

00000

UYUCjGUCjUG
x
I

IZILjRILjIR
x
U

�����

�����

 

 
где 0Z  – комплексное продольное сопротивление на единицу длины линии; 

0Y  – комплексная поперечная проводимость на единицу длины линии. 
 
Более краткая запись: 
 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=−

=−

UY
x
I

IZ
x
U

��

��

0

0

d
d

d
d

     (29.3) 

 
Из системы уравнений (29.3), исключая либо ток, либо напряжение, 

можно получить соответственно дифференциальное уравнение для напряже-
ния или тока. 

Продифференцировав первое уравнение и подставив в него значение 

x
I

d
d �  из второго, получим 

 

UYZ
x
U ��

002

2

d
d

= . 

 
Обозначим ( ) ( ) γωω 000000 =++= CjGLjRYZ  – коэффициент рас-

пространения. 
Тогда уравнение примет вид 
 

0γ
d
d 2

2

2
== U

x
U ��

     (29.4) 

 
 
Как известно из математики, решение этого уравнения есть сумма двух 

экспоненциальных функций: 
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xx AAU γ
2

γ
1 ee ��� += −  ,    (29.5) 

 
где U�  – комплекс действующего значения напряжения для любой точки ли-
нии; 1А�  и 2А�  – постоянные интегрирования; γ  и λ  – корни характеристиче-
ского уравнения, получаемого из (29.4): 
 

0γ22 =−p , отсюда λ±=p . 
 

Аналогично можно получить решение для тока: 
 

IYZ
x
I ��

002

2

d
d

= . 

 
Но такое решение нецелесообразно, так как нужно искать еще две постоян-
ные интегрирования. 

Более рационально найти ток из первого уравнения системы (29.3): 
 

( )=+−=−= − xx AA
xZx

U
Z

I γ
2

γ
1

00
ee

d
d1

d
d1 ����  

 

( ) ( )xxxx AA
Z
YAA

Z
γ

2
γ

1
0

0γ
2

γ
1

0
eeeeγ ���� −=−= −− .  (29.6) 

 

Комплексное выражение 
0

0
Y
Z  зависит от первичных параметров и 

имеет размерность сопротивления. 
Его называют характеристическим или волновым сопротивлением ли-

нии и обозначают сZ : 
 

00

00θ

ω
ωe

CjG
LjRZZ j

cс +
+

== . 

 
Тогда комплекс действующего значения тока для любой точки линии 

можно записать следующим образом: 
 

x

c

x

c Z
A

Z
AI γ2γ1 ee

��� −= − . 

Для выяснения физического смысла слагаемых напряжения в уравне-
нии (29.5) перейдем к мгновенному значению напряжения u ( )tx, . При этом 
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учтем, что постоянные интегрирования и коэффициент распространения яв-
ляются комплексными числами: 

 
1ψ

11 e jAA =� ; 2ψ
22 e jAA =� ; 

 

( )( ) βαωωγ 0000 jCjGLjR +=++= , 
 

где α  – коэффициент затухания, характеризующий степень убывания ампли-
туды; β  – коэффициент фазы, характеризующий изменение фазы. 
 

Мгновенное значение напряжения ( ) ( )+ψ+β−ω= α−
11 sine, xtAtxu x

m  
( )22 sine ψ+β+ω+ α xtA x

m . 
Если считать координату х фиксированной, то первое слагаемое изме-

няется по синусоидальному закону с постоянной амплитудой напряжения. 
Если считать фиксированным время, то напряжение меняется по сину-

соиде, затухающей по экспоненте. 
Убывание амплитуды волны вдоль линии обусловлено потерями в ли-

нии, а изменение фазы – конечной скоростью распространения электромаг-
нитных колебаний. 

Коэффициенты βиα , входящие в γ , характеризуют распространение 
волны вдоль линии, поэтому γ  назвали коэффициентом распространения. 

На рис. 29.3 приведены волны 
напряжения для двух моментов 
времени 1t  и 2t  )( 12 tt > . 

Волна перемещается от нача-
ла линии к концу с постоянной ско-
ростью υ . 

Первая составляющая напря-
жения имеет максимальную ампли-
туду в начале линии и минималь-
ную в конце. Эта составляющая на-
пряжения движется от начала линии к концу со скоростью υ . Эту волну на-
зывают бегущей (прямой или падающей составляющей). 

Так как второе слагаемое имеет амплитуду x
mA αe2  (со знаком плюсом), 

то она достигает максимального значения в конце линии. Эту волну называ-
ют обратной или отраженной. 

В фазе колебания второе слагаемое xβ  – со знаком плюс, поэтому фа-

зовая скорость 
β
ωυ −= . 

Это означает, что вторая составляющая напряжения перемещается с 
той же скоростью, что и первая, но от конца линии к началу (рис. 29.4). 

 А1m e -αx

 -А1m e -αx  t1 

 t2  υ 
 x 

 λ 

Рис. 29.3 

u 
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Напряжение ),( txu имеет 
ложительное направление от 
него (первого) провода к нижнему 
(второму) и состоит из суммы двух 
составляющих с такими же положи-
тельными направлениями: 

 
),(),(),( обрпр txutxutxu += . 

 
Аналогично можно получить 

мгновенное значение тока: 
 

−θ−ψ+β−ω== α− )sin(e),( 1
1 xt

Z
Atxi x

c

m  

),(),()sin(e îáðïð2
2 txitxixt

Z
A x

c

m −=θ−ψ+β+ω− α . 

 
Результирующий ток и его прямая составляющая совпадают по на-

правлению и направлены от начала к концу линии, обратная составляющая 
направлена от конца к началу линии. 

Коэффициентом пропорциональности между mU  и mI , U  и I  прямой и 
обратной волны является характеристическое (волновое) сопротивление ка-
ждой волны. 

В комплексной форме можно записать 
 

cZ
I

U
=

пр.

пр.
�
�

; c
обр.

обр. Z
I

U
=�

�
. 

 
Напряжение и ток сдвинуты относительно друг друга по фазе на угол θ . 
Мощности в цепях с распределенными параметрами для каждой волны 

определяют так же, как в цепях с сосредоточенными параметрами. 
Например, комплексная мощность прямой волны 
 

θ+θ=+== sincos прпрпрпрпрпрпр
*

прпр IjUIUjQРIUS � . 
 

Активная мощность прямой волны 
 

c

2
пр2

прcпр R
U

IRР == . 

 
Представление напряжений и токов в виде прямой и обратной состав-

ляющих есть математический прием, который облегчает анализ таких цепей. 

 А2m eαx

 -А2m eαx

 t1 

 t2 

-υ 
 x 

 u 

Рис. 29.4 
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Реально в цепях с распределенными параметрами существуют результирую-
щие напряжения и токи. 

 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Чем цепи с распределенными параметрами отличаются от цепей с 
сосредоточенными параметрами? 

2. Какие уравнения используют при анализе процессов в линиях? 
3. Чем частные производные отличаются от полных? 
4. Каков физический смысл слагаемых напряжения в уравнении одно-

родной линии? 
5. Как вычислить активную мощность? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  3300  
ААННААЛЛИИЗЗ  ДДЛЛИИННННООЙЙ  ООДДННООРРООДДННООЙЙ  ЛЛИИННИИИИ  

 
План лекции 

 
1. Основные характеристики бегущей волны 
2. Вторичные параметры однородной линии 
3. Зависимость режима работы линии от нагрузки 
 

11..  ООссннооввнныыее  ххааррааккттееррииссттииккии  ббееггуущщеейй  ввооллнныы  
 
Любое колебательное движение характеризуют фазовой скоростью и 

длиной волны. 
Фазовая скорость – это скорость изменения фазы колебания, которая с 

течением времени и ростом координаты х остается неизменной: 
 

( ) const1 =ψ+β−ω xt . 
 
Исследуем это выражение на экстремум: 
 

( ) 0
d

d
d
d

d
d

d
d 1

1 =
ψ

+β−ω=ψ+β−ω
tt

x
t
txt

t
. 

 

В полученном выражении 1
d
d

=
t
t , υ=

t
x

d
d , 0

d
d 1 =

ψ
t

. Тогда 
β
ωυ = . 

 
Если в воздушной линии пренебречь потерями, то максимальная фазо-

вая скорость примерно равна скорости света: 
 

с
км103 5⋅=≈υ с . 

 
Длина волны λ  – это кратчайшее расстояние между двумя точками, 

взятое в направлении распространения волны, фаза колебания которых отли-
чается на π2  (см. рис.6.3). 

Следовательно, для первого слагаемого напряжения с учетом, что фазу 
откладываем в направлении волны влево, можно записать: 

 
( ) π2ψβωψλβω 11 −+−=++− xtxt . 

 

Отсюда 
β
π2λ = . 
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Фазовая скорость  

T
ff λλ

β
π2

β
ωυ ==== . 

 
Отсюда следует, что за время, равное одному периоду, волна пробегает 

расстояние, равное длине волны. 
 

22..  ВВттооррииччнныыее  ппааррааммееттррыы  оодднноорроодднноойй  ллииннииии  
 
Однородную линию можно характеризовать с помощью двух парамет-

ров: 
коэффициента распространения 

 

( )( ) βαωωγ 000000 jjCGjLRYZ +=++==  
 

и волнового (характеристического) сопротивления 
 

( )
( )

θ=
ω+
ω+

== jZ
jCG
jLR

Y
ZZ ec

00

00

0

0
c . 

 
Они зависят от первичных параметров 0000 ,,, CGLR  и частоты. Опре-

делим зависимость этих параметров от частоты. 
Коэффициент распространения 
 

( )( ) ( )000000
2

000000 ωωωωβα CRLGjCLGRjCGjLRJ ++−=++=+ . 
 

Выделим вещественную и мнимую части. Для этого возведем обе части 
равенства в квадрат: 
 

( )000000
2

00
22 ωωβαβ2α CRLGjCLGRj ++−=−+ . 

 
Для действительных составляющих получим уравнение 
 

00
2

00
22 ωβα CLGR −=− , 

 
для мнимых 
 

( )0000ωαβ2 CRLG += . 
 

Совместное решение этих уравнений относительно α  и β  дает: 
 

( )( )[ ]2
0

22
0

2
0

22
000

2
00 ωωω

2
1α CGLRCLGR +++−= ; 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -201- 
 

( )( )[ ]2
0

22
0

2
0

22
00000

2

2
1 CGLRGRCL ω+ω++−ω=β . 

 
Построим зависимости коэффициентов α  и β  от частоты, считая что 

первичные параметры от частоты не зависят. 
Когда 0ω =  коэффициент затухания 00)0(α GR= . 

Когда ∞=ω  коэффициент затухания 
0

00

0

00
22

)(α
C
LG

L
CR

+=∞ . 

Первое слагаемое обусловливает затухание амплитуды волны из-за 
продольного активного сопротивления линии. 

Второе слагаемое обусловливает затухание волны за счет поперечной 
активной проводимости. 

Для уменьшения затухания 0R  и 0G  необходимо уменьшить.  
Графики зависимостей )ω(α  и 

)ω(β  представлены на рис. 30.1. 
При частоте 0ω =  коэффициент 

затухания 0β = . 
При увеличении частоты ω  ко-

эффициент β  меняется нелинейно (β  
нелинейно зависит от частоты). При 

∞→ω  график )ω(β  стремится к пря-
мой, направленной к оси абцисс под 
углом 00arctg CLm  (m – масштабный 
коэффициент). 

Фазовая скорость 
β
ωυ = . При ∞→ω  коэффициент затухания 

00ωβ CL= . Тогда 
00

1υ
CL

= , т. е. при ∞→ω  фазовая скорость от частоты 

не зависит. 
Фазовая скорость зависит от материала. Графики зависимости )(υ f  

приведены на рис. 30.2. 
Зависимости )ω(α , )ω(β , )ω(υ  имеют большое практическое значение. 
В линиях передачи информации сигнал несинусоидальной формы и 

при передаче сигнала его гармонические составляющие перемещаются вдоль 
линии с разной скоростью и затухают по разному, т. е. на выходе линии 
получают искаженный сигнал. Поэтому в линиях передачи информации 
необходимо принимать меры для устранения искажения сигнала. 

 
 

α; β 

 α  β 

 α0  arctg √ L0C0 ⋅ m 
 ω 

 α∞ 

Рис. 30.1 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -202- 
 

Характеристическое сопро-
тивление 

 

( ) θ=
ω+
ω+

= j
cc Z

jCG
jLRZ e

)( 00

00 . 

 
При 0ω =  сопротивление 

0

0)0(
G
RZc = , т. е. имеет активный 

характер. 
При ∞=ω  сопротивление 

0

0)(
C
LZc =∞ , т. е. также имеет ак-

тивный характер. 
В остальном интервале частот 

cZ  имеет емкостный характер, так 
как аргумент знаменателя больше 
аргумента числителя. 

На рис. 30.3 представлены 
кривые зависимости полного вол-
нового сопротивления и угла θ  от 
частоты. 

Волновое сопротивление воз-
растает при уменьшении диаметра 
проводов и увеличении расстояния 
между проводами. 

Для воздушной линии электропередачи (300 600)cZ = −  Ом, для кабеля 
(50 200)cZ = −  Ом. 

 
33..  ЗЗааввииссииммооссттьь  рреежжииммаа  ррааббооттыы  ллииннииии  оотт  ннааггррууззккии  

 
Пусть в начале линии длиной l  (рис. 30.4) включен генератор, напря-

жение на зажимах которого 1U� , а в конце линии – приемник с сопротивлени-

ем нeнн
ϕ= jZZ . 

Нужно определить напряжение 1U� , необходимое для создания на на-
грузке заданного напряжения 2U� . Одновременно вычислим ток генератора 1I�  
и распределение тока и напряжения вдоль линии. 

По закону Ома ток 

н

2
2 Z

UI
�� = . 

 zC 

 zC∞ 

 zC0 

 ω 

 θ 

 zC ; θ  

 √ L0 /C0 

Рис. 30.3 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -203- 
 

х х
l

1 2

1 2

U1

1

U2 Zн_

II 2

Ег

Rг

 
 

Рис. 30.4 
 

Напряжение и ток на расстоянии х от начала линии 
 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=

+=

γ−γ−

γ−γ−

.ee

;ee

c

2

c

1

21

xx

xx

Z
A

Z
AI

AAU

���

���

 

 
Заменим в этих уравнениях х на ( xl ′− ), т. е. перенесем начало отсчета 

координаты х из начала линии в конец: 
 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=

+=

′−γ−′−γ−
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Z
A

Z
AI
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���

���

 

 

Обозначим 11e BA l �� =γ− , 22e BA l �� =γ , 
 

где 1B�  и 2B�  – новые постоянные интегрирования. 
 
Тогда вместо x′  можно писать х без штриха, так как отсчет координаты 

х от начала или конца линии определяют по заданному режиму. Получим 
уравнения 

⎪⎩

⎪
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -204- 
 

Для конца линии ( 22 ,,0 IIUUx ���� === ) 
 

⎪
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212 BBZI c
��� −= . 

 
Отсюда 

2
22

1
IZUB c
��� +

= ;  
2

22
2

IZUB c
��� −

= . 

 
Следовательно, напряжение в линии 
 

=⋅
−

+⋅
+

= γ−γ xcxc eIZUeIZUU
22

2222
�����  

xIZxUIZU c

xx
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xx
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2
ee

2222
���� . 

 
Аналогичное уравнение можно получить и для тока: 
 

x
Z
UxII

c
γshγch 2

2
��� += . 

 
Полученные уравнения позволяют определить напряжение и ток в лю-

бой точке линии при заданном режиме в конце линии. 
Приняв lx = , получим уравнения линии в гиперболической форме, вы-

ражающие напряжение и ток в начале линии через напряжение и ток в конце 
линии: 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

.γshγch

;γshγсh

2
21

221

l
Z
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lIZlUU

c

c
���

���
 

 
Если отсчет координат х будем проводить от начала линии, при задан-

ных 1U� , 1I�  и 0=x  получим уравнения 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -205- 
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Из второго уравнения  
211 AAIZ c
��� −= . 

 

Отсюда 
2

;
2

11
2

11
1

IZUAIZUA cc
������ −

=
+

= . 

 
Подставив постоянные интегрирования, получим уравнения: 
 

xIZxUIZUIZUU c
xx γ−γ=

−
+

+
= γγ− shche

2
e

2 11
1c11c1 ������� ; 

 

x
Z
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Z
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Z
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−
−

+
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2
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Сведем их в систему 
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Эта система позволяет определить напряжение и ток в любой точке ли-

нии, если задан режим работы на входе линии. 
Если линия электропередачи работает на постоянном токе, т. е. 0ω = , 

то между проводами линии и внутри проводов существуют постоянные маг-
нитное и электрическое поля. ЭДС самоиндукции отсутствует, токи утечки 
между проводами отсутствуют. 

Напряжение и токи совпадают по фазе. Характеристические параметры 
являются действительными числами. 

Коэффициент распространения βαγ j+= . Коэффициент фазы 0β = , 

поэтому 00αγ GR== . 

Волновое сопротивление ccc R
G
RZZ ===

0

0 . 

 
Расчеты проводят для действующих значений электрических величин. 
При заданном режиме в конце линии система уравнений, позволяющая 

рассчитать напряжение и ток в любой точке, примет вид: 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -206- 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. Что назвали первичными параметрами длинной волны? 
2. Что назвали вторичными параметрами длинной волны? 
3. Чему равен коэффициент распространения? 
4. Чему равно характеристическое уравнение? 
5. Что называют фазовой скоростью волны? 
6. Что называют  длиной волны? 
7. Какова связь между длиной волны и фазовой скоростью? 

 
 
 



 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -207- 
 

ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  3311  
ООССООББЫЫЕЕ  РРЕЕЖЖИИММЫЫ  РРААББООТТЫЫ  ДДЛЛИИННННООЙЙ  

ООДДННООРРООДДННООЙЙ    ЛЛИИННИИИИ  
 

План лекции 
 
1. Режим согласованной нагрузки 
2. Линия без потерь 
3. Согласованная нагрузка линии без потерь 
4. Входное сопротивление линии 
 

11..  РРеежжиимм  ссооггллаассоовваанннноойй  ннааггррууззккии  
 
В однородной линии обратная волна существует в случае, если нагруз-

ка линии не согласована с ее характеристическим сопротивлением: cн ZZ ≠ . 
Отношение комплекса напряжения (тока) обратной волны в конце ли-

нии к комплексу напряжения (тока) прямой волны в конце линии называют 
коэффициентом отражения. 

 

Так как 2обр )0( BU =� ; 1пр )0( BU =� , то обр 2

пр 1

(0)
(0)

U Bn
U B

= = =
� �

�  

c н c2 2

c н c2 2

U Z I Z Z
U Z I Z Z

− −
= =

+ +

� �
� � .  

 
Коэффициент отражения линии зависит от соотношения сопротивле-

ния нагрузки и характеристического сопротивления. Наибольшие значения 
коэффициент отражения принимает в режимах холостого хода и короткого 
замыкания в конце линии. 

В режиме холостого хода ∞=нZ , 1=n , в режиме короткого замыкания 
1−=n , что означает полное отражение. 
Чем больше по модулю коэффициент отражения, тем более неравно-

мерно вдоль линии распределены действующие значения напряжения и тока. 
При несогласованной нагрузке  часть энергии в виде отраженной составляю-
щей возвращается источнику. 

При передаче сигналов и информации, как правило, подбирают согла-
сованный режим. В этом случае 0=n , отраженная волна отсутствует. В со-
гласованном режиме сн ZZ = . По закону Ома .2c2 IZU �� =  Тогда  

 

( ) 0
2
1

2c22 =−= IZUB ��� ; 0e2обр == γ− xBU �� ; 0e
c

2
обр == γ− x

Z
BI
�� . 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -208- 
 

Уравнения линии принимают вид 
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Действующие значения напряжения и тока вдоль линии при согласо-

ванной нагрузке изменяются по экспоненте (рис. 31.1). 
Вся энергия, поступающая в нагрузку, пол-

ностью ею потребляется. При несогласованной 
нагрузке отраженная волна возвращается в начало 
линии. Если сопротивление генератора не равно 

cZ , то происходит повторное отражение и вновь 
отраженный сигнал поступает в нагрузку, для ко-
торой он является ложным. В линиях телефонной 
связи это приводит к неразборчивости речи, а в 
телевизионных приемниках – к нечеткости и мно-
гоконтурности изображения. 

 
22..  ЛЛииннииии  ббеезз  ппооттееррьь  

 
В линиях, соединяющих приемно-передающую аппаратуру с антенна-

ми, потери много меньше мощности, потребляемой нагрузкой. Этими поте-
рями пренебрегают и такую линию считают линией без потерь, принимают 

00 =R  и 00 =G . 
У линии без потерь волновое сопротивление чисто активное и не зави-

сит от частоты: 
 

c
0

0

00

00
c ω

ω Z
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jCG
LjRZ ==

+
+

= . 

 
Угол 0θ = . Это означает что напряжение и ток прямой и обратной волн сов-
падают по фазе. 

Коэффициент распространения 
 

000000 ωω)(ω(βαγ CLjjCGjlRj =++=+= . 
 

Отсюда следует, что коэффициент затухания 0α = . Линия без потерь – 
линия без затухания. 

Коэффициент фазы 00ωβ CL=  прямо пропорционален частоте. 

 I2 eαx 

 U2 eαx

 I2

 U2

 U;I 

 x 

0
Рис. 31.1 
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  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -209- 
 

Так как βγ j= , то и коэффициент распространения прямо пропорцио-
нален частоте. 

Фазовая скорость 
00

1
β
ωυ

CL
== . Фазовая скорость в линии без потерь 

не зависит от частоты. Однородная линия без потерь – это линия без искаже-
ний. 

Уравнения однородной линии с гиперболическими функциями от ком-
плексного аргумента заменяют для линии без потерь уравнениями с круго-
выми функциями от вещественного аргумента. 

Так как  
 

xxjx βcosβchγch == ; xjxjx βsinβshγsh == ; cс ZZ = ,  
 

уравнения примут вид: 
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В случае несогласованной нагрузки есть прямая и обратная состав-

ляющие напряжения и тока. Амплитуда каждой составляющей вдоль линии 
остается постоянной )0α( = . Результирующие действующие значения на-
пряжения и тока вдоль линии распределены неравномерно. 

 
 

33..  ССооггллаассооввааннннааяя  ннааггррууззккаа  ллииннииии  ббеезз  ппооттееррьь  
 
При согласованной активной нагрузке 
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0
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Примем, что начальная фаза напряжения в конце линии равна нулю. 

Тогда мгновенные значения напряжения и тока 
 

)βωsin(),( 2 xtUtxu m += ; 
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)βωsin(),( 2 xtItxi m += . 
Напряжение и ток вдоль линии изменяются по синусоидальному зако-

ну с постоянной амплитудой и совпадают по фазе (рис. 31.2). 
Отраженной волны нет. Дейст-

вующие значения напряжения и тока не 
зависят от координаты х (рис. 31.3). 

Мощность волны, движущейся от 
генератора к приемнику, 

 

c
c Z

UIZUIP
2

2 ===  

 
полностью поглощается нагрузкой. 

Волновое сопротивление  

0

0
C
L

I
UZc == . После возведения в 

квадрат получим 
0

0
2

2

C
L

I
U

= . Отсюда 

2
0

2
0 UCIL = . Энергия магнитного поля 

катушки 
2

2
0 IL , энергия электрического 

поля конденсатора 
2

2
0 UC . Очевидно, что 

22

2
0

2
0 UCIL

= . 

Следовательно, энергия распределяется поровну между электрическим 
и магнитным полями между проводами линий. 

 
 

44..  ВВххооддннооее  ссооппррооттииввллееннииее  ллииннииии  
 
Входное сопротивление линии – это входное сопротивление двухпо-

люсника, который необходимо подключить к зажимам генератора вместо ли-
нии, чтобы режим работы генератора остался без изменения. 

При известных напряжении и токе генератора система уравнений ли-
нии: 
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Входное сопротивление равно отношению входного напряжения к 
входному току: 

.
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Разделив на lγch , получим 
 

   .
th
th

н

н
свх lZZ

lZZ
ZZ

c

c

γ+
γ+

=     (31.1) 

 
Отсюда видно, что входное сопротивление линии зависит от ее пара-

метров, длины, частоты, сопротивления нагрузки в конце линии. 
Выясним зависимость входного сопротивления линии от ее длины и 

частоты. 

Для этого обозначим M
Z
Z th

c

н = , где M  комплексное число: 

21 mjmM += . 
 

Разделив выражение входного сопротивления на cZ , получим 
 

[ ])β()α(th)γ(th
γthth1
γthth

21свх mlmlZMlZ
lM

lM
ZZ cc ++=+=

⋅+

+
= . (31.2) 

Но вхвхвхвхвхвхвхвх sincose вх ϕ+ϕ=+== ϕ ZjZxjRZZ j .  
 

Отсюда следует, что увеличение длины линии l изменяет как полное 
сопротивление вхZ , так и аргумент вхϕ  входного сопротивления линии. 

Выражение (31.2) удобно использовать для анализа зависимости вход-
ного сопротивления от длины линии l или от частоты f. 

При заданных параметрах линии и сопротивлении нагрузки проще 
пользоваться выражением (31.1). 

Если задан коэффициент отражения n , то вхZ  можно выразить через 
него 
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Отсюда 
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Гиперболический тангенс 
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Умножив на lγ−e , получим 
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Отсюда ( ) lll γ+=− γ−γ− the1e1 22 ; 

l
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Подставив выражение (31.3) в (31.1) и с учетом (31.4), получим 
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При коротком замыкании ( 0н =Z ) из выражения (31.1) 
 

lZZZ γthcкзвх == .    (31.5) 
 

При холостом ходе ( ∞=нZ ) 
 

lZZZ γcthcххвх == .    (31.6) 
 
Если известны кзZ  и ххZ , входное сопротивление линии можно выра-

зить через эти параметры. Подставив (31.5) и (31.6) в (31.1), получим 
 

ххн

кзн
ххвх ZZ

ZZZZ
+
+

= . 

 
Сопротивления ххZ  и кзZ  легко определить опытным путем. Их ис-

пользуют для вычисления вторичных параметров линии. 
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Волновое сопротивление получим, умножив выражение (31.5) на вы-
ражение (31.6): 

 

ххкзс ZZZ ⋅= . 
 

Разделив выражение (31.5) на (31.6), получим 
 

хх

кзγth
Z
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Отсюда можно вычислить коэффициент распространения. 
Входное сопротивление линии без потерь при согласованном режиме 
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Так как коэффициент отражения 0=n , то свх ZZ = , т. е. является чисто 

активным для любой длины линии. 
 

 
ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    

 
1. Какой режим называют согласованным? 
2. Для чего и по какой причине используют согласованный режим? 
3. В какой линии отсутствуют потери? 
4. Чему равно характеристическое сопротивление линии без потерь? 
5. Чему равен коэффициент затухания линии без потерь? 
6. Чему равен коэффициент фазы линии без потерь? 
7. Чему равна фазовая скорость линии без потерь? 
8. По какому закону распределены ток, напряжение вдоль линии без 

потерь при согласованной нагрузке? 
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ЛЛЕЕККЦЦИИЯЯ  3322  
ВВВВЕЕДДЕЕННИИЕЕ  ВВ  ТТЕЕООРРИИЮЮ  

ЭЭЛЛЕЕККТТРРООММААГГННИИТТННООГГОО  ППООЛЛЯЯ  
 

План лекции 
 

1. Введение 
2. Основные векторные величины, характеризующие электромагнитное 

поле 
 

11..  ВВввееддееннииее  
 
Теория электромагнитного поля изучает физические явления и процес-

сы, происходящие в электромагнитном поле, а также инженерные методы 
расчета этих процессов. Эти явления и процессы лежат в основе действия 
большого числа различных электромагнитных и электронных приборов и 
устройств, широко применяемых на практике. К ним могут быть отнесены: 
электрические машины и аппараты, электроэнергетические установки для 
передачи электрической энергии, электромагнитные и электронные элементы 
автоматики, средства передачи информации, устройства электрометаллургии, 
а также оборудование, предназначенное для исследования электромагнитных 
полей биологических объектов, искусственного интеллекта, многое др. 

Изучение теории электромагнитного поля не только расширяет физи-
ческие представления о поле, дает возможность проектировать различные 
практические устройства, но и способствует формированию у студентов со-
временного мировоззрения. 

Теория электромагнитного поля — теоретическая дисциплина, т. е. ба-
зисная для целого ряда других дисциплин радиотехники, радиолокации, 
электрических машин и др. 

Особенность электромагнитного поля заключается в том, что органы 
чувств человека не в состоянии его воспринимать непосредственно. Однако 
оно обладает общими свойствами с веществом – массой, импульсом, момен-
том импульса, энергией. Особое свойство электромагнитного поля – оказание 
силового воздействия на заряженные частицы, находящиеся в электромаг-
нитном поле. 

Энергия электромагнитного поля распространяется в виде электромаг-
нитных волн с конечной скоростью, и она может превращаться в другие виды 
энергии. 

Исторически сложилось так, что электрические и магнитные поля рас-
сматривали отдельно, об их взаимосвязи первоначально не подозревали. Те-
перь мы знаем, что существует единое электромагнитное поле, которое в за-
висимости от условий проявляется то как электрическое, то как магнитное. 
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Электрические и магнитные поля – различные проявления единого 
электромагнитного поля. 

Все электромагнитные процессы есть процессы преобразования и рас-
пространения электромагнитного поля. В теории цепей исследование про-
цессов преобразования энергии осуществляют при помощи уравнений в ин-
тегральной форме и интегральных понятий: тока I, напряжения U, мощности 
P, магнитного потока Ф, которые характеризуют, как правило, целые участки 
или области электромагнитного поля. Теория электромагнитного поля позво-
ляет рассматривать процессы в электромагнитном поле в каждой точке про-
странства. 

С помощью теории электромагнитного поля  определяют параметры 
элементов электрических цепей (емкости, индуктивности, взаимные индук-
тивности, параметры электрических машин и многочисленных электромаг-
нитных механизмов для цепей автоматики, телемеханики, электрической свя-
зи и т. д.), объясняют процессы распространения электромагнитных волн, 
электрические и магнитные поверхностные эффекты, эффекты близости и 
экранирования. 

Знание теории электромагнитного поля и овладение её методами для 
решения практических задач – необходимое звено в системе подготовки ин-
женера-электрика, инженера-электромеханика. 

 
22..  ООссннооввнныыее  ввееккттооррнныыее  ввееллииччиинныы,,  ххааррааккттееррииззууюющщииее  

ээллееккттррооммааггннииттннооее  ппооллее  
 
Электромагнитное поле обладает характерными для него электриче-

скими и магнитными свойствами, доступными наблюдению. Силовое воз-
действие поля на электрические заряды и токи положено в основу определе-
ния основных векторных величин, которыми характеризуют поле: напряжен-
ности электрического поля E

G
 и индукции магнитного поля B

G
. 

Вектор напряженности электрического поля ( )E
G

. Напряженность элек-
трического поля равна пределу отношения силы, действующей со стороны 
поля на внесенный в него точечный заряд, к величине заряда, когда послед-
ний стремится к нулю: 

 

q
FE

q

GG
0

lim
→

= . 

 
Точечным зарядом называют такое заряженное тело, размерами кото-

рого можно пренебречь по сравнению с расстоянием до исследуемой точки, в 
которую помещено это тело (точки наблюдения), причем величина точечного 
заряда не искажает картины поля. Электростатическое поле одиночного за-
ряда показано на рис. 32.1, а. 
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Если заряд неподвижен и равен 1, то в этом случае напряженность рав-

на силе: FE
GG

= , так как по модулю F= qE. Направление вектора E
G

 совпадает 
с направлением силы, действующей на неподвижный положительный точеч-
ный заряд. Электрическое поле зарядов можно представить графически с по-
мощью силовых линий поля. Это не реальные, а условные линии, касатель-
ные к которым в каждой точке поля совпадают с вектором E

G
, а поскольку 

вектор E
G

 имеет вполне определенное направление, то через каждую точку  
поля можно провести только одну силовую линию. 

Если поле создается несколькими зарядами ,....),,( 321 qqq , то его на-
пряженность равна геометрической сумме напряженностей от каждого из за-
рядов в отдельности: 

...321 +++= EEEE
GGGG

. 
 

Это значит, что при расчете электрического поля применим метод на-
ложения. 

Напряженность Е
G

 – силовая характеристика электрического поля. Си-
ловые линии имеют начало (на положительных зарядах) и конец (на отрица-
тельных зарядах). На рис. 32.1, б представлены картины электромагнитного 
поля разноименных и одноименных зарядов. На рис. 32.1, в представлено по-
ле двух разноименно заряженных пластин. 
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Уравнение силовой линии поля. Из определения силовой линии следу-

ет, что dl
G

 совпадает с направлением вектора E
G

 или его составляющие по 

E
G

E
G

E
G

q q q
q q

q
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Рис. 32.1 

а б 
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осям координат dx, dy, dz пропорциональны проекциям ,xE yE , zE вектора E
G

 
на соответствующие оси (рис. 32.2 – правоходовая система координат). 

Это следует из подобия соответ-

ствующих треугольников: 
y

x
E
Е =

dy
dx  и 

z

y

E
E

=
dz
dy  или 

dz
E

dy
E

dx
E zyx == . Это и есть 

уравнение силовой линии в декартовой 
системе координат. 

Вектор магнитной индукции В
G

. 
Его определяют из силового воздейст-
вия магнитного поля на движущийся за-
ряд или проводник с током  
(рис. 32.3). Опытным путем установле-
но, что [ ]BrqF

GGG
0=Δ   либо [ ]BldIF

GGG
=Δ . В 

однородном поле В
G

=const. Если про-
водник с током расположен перпенди-
кулярно к линиям поля, то  

 
lBIlBIF Δ=°Δ=Δ 90sin . 

 
Размерность  
 

[ ] [ ]
[ ] =

⋅
=

⋅
=

мA
H

lI
FВ

Тл
м
Вб

мА
ВАс

мА
Дж/м
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Магнитная индукция (как и век-

тор E
G

) – силовая характеристика маг-
нитного поля, численно равная силе, 

действующей на единицу длины проводника, ток в котором равен 1 А. 
Магнитные силовые линии поля всегда замкнуты (рис. 32.4) в отличие 

от силовых линий электрического поля, которые начинаются на положитель-
ных и заканчиваются на отрицательных зарядах. 

Вектор электрического смещения D
G

, вектор напряженности магнитно-
го поля H

G
. Для вакуума справедливы соотношения: 
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z

x

ydx
dy

ld

E x

E y

E z

 Рис. 32.2 

E
G

 

B
G

 

I

 Рис. 32.3 

ld
G

 

F
G

B
G

 



ЛЕКЦИЯ 32. ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
2. Основные векторные величины, характеризующие электромагнитное поле 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -218- 
 

где 
м
Ф10856,8 12

0
−⋅=ε , 

м
Гн104 7

0
−⋅π=μ  – электрическая и магнитная посто-

янные. 
 

 
 
Векторы 0D

G
 и H

G
эквивалентны векторам E

G
 и 0В
G

 для вакуума и также 
служат силовыми характеристиками электрического и магнитного полей. 

Если в электромагнитном поле 0≠E
G

, а 0=H
G

, то говорят об электри-
ческом поле; если же 0=E

G
, а 0≠H

G
, то поле называют магнитным. В общем 

случае электромагнитное поле является наложением электрического и маг-
нитного полей. 

 
 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1.  Что изучает теория электромагнитного поля? 
2.  Назовите свойства и особенности электромагнитного поля. 
3.  Какие величины характеризуют электромагнитное поле? 
4.  Как можно графически представить электрическое поле двух заря-

дов? 
5.  Что называют точечным зарядом? 
6.  Как определяют напряженность поля, созданного несколькими заря-

дами? 
7.  Укажите размерности величин, характеризующих электромагнитное 

поле. 
8.  Назовите условия, при которых можно говорить отдельно об элек-

трическом и магнитном поле. 
9.  Какие отличия силовых линий магнитного поля от силовых линий 

поля электрического? 
10. Запишите уравнение силовой линии поля в декартовой системе ко-

ординат.

I

I

 

Рис. 32.4 
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11..  ДДввее  ттееооррииии  ээллееккттррииччеессттвваа  
 
До того как Максвелл записал свои великие уравнения, существовало 

две теории электричества: теория «силовых линий» Фарадея и теория, разра-
ботанная великими французами Кулоном, Ампером, Био, Саваром, Араго и 
Лапласом. Исходная точка французов – представление о так называемом 
«дальнодействии», мгновенном действии одного тела на другое на расстоя-
нии без помощи какой-либо промежуточной среды. 

Ярый защитник теории дальнодействия Шарль Огюстен Кулон в нача-
ле своей научной деятельности создал «крутильные весы», на которых он 
изучал силу взаимодействия двух электрических зарядов. 

Результат был поразителен: сила взаимодействия зарядов в пустоте, 
точно так же, как и ньютоновская сила тяготения, зависела лишь от величины 
зарядов и расстояний между ними. Пустота, находившаяся между зарядами, 
по мнению Кулона, никаким образом не входила в формулу, что вполне 
справедливо, так как там ничего не было. И никакого механизма передачи от 
первого заряда к некоторому участку пространства, затем к другому, треть-
ему и так до второго заряда,– механизма, который неизбежно потребовал бы 
некоторого времени для передачи усилий, представить себе было невозмож-
но. 

Поэтому Кулон был твердо убежден, что промежуточная среда во 
взаимодействии участия не принимает, взаимодействие происходит на рас-
стоянии без ее участия и, следовательно, мгновенно. Это утвердило француз-
ских физиков в справедливости концепции мгновенного дальнодействия. 

Теории великих французов были прекрасно математически обработаны 
и, в общем, выстраивались в довольно изящную и цельную теорию. 

Воззрения Фарадея в корне расходились с такими представлениями. Он 
не был силен в математике. По словам Эйнштейна, это был «ум, который ни-
когда не погрязал в формулах». 

Фарадей считал, что материя не может действовать там, где ее нет. 
Следовательно, область действия зарядов должна быть заполнена материей. 
Среду, через которую передается воздействие, Фарадей назвал «полем». По-
ле, считал он, пронизано магнитными и электрическими «силовыми линия-
ми». 
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Увидеть силовые линии, по Фарадею, очень просто. Например, чтобы 
увидеть магнитные силовые линии, достаточно насыпать железные опилки 
на бумагу и поднести снизу магнит. Электрические силовые линии можно 
«увидеть», если продолговатые кристаллики какого-то диэлектрика (напри-
мер, хинина) взболтать в вязкой жидкости (например, в касторовом масле).  

Силовые линии одновременно определяют направление и величину си-
лы, действующей на заряд. 

«Фарадей,– писал Максвелл,– своим мысленным оком видел силовые 
линии, пронизывающие все пространство. Там, где математики видели цен-
тры напряжения сил дальнодействия, Фарадей видел промежуточный агент. 
По профессии он не был математиком. В его описаниях мы не находим тех 
дифференциальных и интегральных уравнений, которые многим кажутся 
подлинной сущностью точной науки. Откройте труды Пуассона или Ампера, 
вышедшие до Фарадея, Вебера или Неймана, которые работали после него, и 
вы увидите, что каждая страница пестрит формулами, ни одну из которых 
Фарадей не понял бы». 

Но внешняя простота фарадеевского труда была обманчивой. Напри-
мер, известный немецкий физик Гельмгольц вспоминал, как он «часами вы-
сиживал, застряв на описании силовых линий, их числа и напряжения». 

«Когда я стал углубляться в изучение работ Фарадея, – писал Мак-
свелл,– я заметил, что метод его понимания тоже математичен, хотя и не 
представлен в условной форме математических символов. Я также нашел, 
что метод может быть выражен в обычной математической форме и таким 
образом может быть сопоставлен с методами признанных математиков». 

 
22..  РРоожжддееннииее  ввееллииккиихх  ууррааввннеенниийй  

 
Итак, Максвелл присоединился к Фарадеевской концепции поля. Он 

видел, что Фарадей постепенно отходит от силовых линий как геометриче-
ских символов к вполне реальным силовым линиям, обладающим, например, 
упругостью, стремящимся пойти по кратчайшему пути, отталкивающимся 
друг от друга. 

Максвеллу нравилось, что Фарадей признавал рациональное зерно, 
имеющееся в работах чуждых ему по духу и манере исследователей, напри-
мер Ампера. Так, он целиком принимал идею кругового магнитного поля, 
окружающего провод с электрическим током. Максвелл записал этот тезис в 
форме уравнения: 

j
c

H
GG π

=
4rot , 

 
где  H

G
 – вектор напряженности магнитного поля; j

G
 – вектор плотности 

электрического тока; с – некоторая постоянная. 
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Обозначение rot – сокращение от слова rotor – вихрь. (Максвелл ис-
пользовал слово curl – завиток); операция rot, грубо говоря, показывает в 
данном случае, что вектор напряженности магнитного поля вращается вокруг 
вектора тока плотностью j

G
. 

Другой, сразу же завоевавшей признание Максвелла идеей стало пред-
ставление Фарадея о природе электромагнитной индукции, то есть возникно-
вении электричества в контуре, число магнитных силовых линий в котором 
изменяется то ли вследствие относительного движения контура и магнита, то 
ли вследствие изменения магнитного поля. Эта зависимость также вполне 
укладывалась во внешне формальные математические операции. После мно-
голетних трудов Максвелл записал строку: 

 

t
B

c
E

∂
∂

−=
GG 1rot . 

 

где E
G

 – вектор электрического поля; 
t
B

∂
∂
G

 – изменение магнитного поля во 

времени; с – некоторая неизвестная постоянная величина, на момент написа-
ния уравнения.  
 

Формула настолько физически прозрачна, что ей тоже можно, при из-
вестном упрощении, придать ясный смысл. 

Операция означает вращение вектора E
G

, охват им некоторого источни-
ка, которым в данном случае является изменение магнитного поля B

G
. В кон-

туре, охватывающем источник изменяющегося магнитного поля, наведется 
электродвижущая сила, а в пространстве возникнет новое электрическое по-
ле. Минус перед правой частью тоже вполне физически обоснован законом, 
открытым русским физиком Э.Х. Ленцем: направление тока, возникающего в 
замкнутом контуре в результате электромагнитной индукции, таково, что ток 
препятствует изменению магнитного потока. 

Но необходимо учесть еще одно важное свойство векторов электриче-
ской и магнитной индукций E

G
 и B
G

, представляющих собой математическое 
обозначение электрических и магнитных силовых линий. В то время как 
электрические силовые линии начинаются на зарядах, являющихся источни-
ками поля, магнитные силовые линии располагаются кольцеобразно. А у 
кольца, как известно, «нет ни начала, ни конца», следовательно, силовые ли-
нии магнитного поля не могут где-то начинаться, где-то кончаться. Они 
замкнуты сами на себя. В математике для обозначения ситуации с источни-
ками поля можно применить операцию «дивергенция» (Максвелл использо-
вал слово «конвергенция»). 

Дивергенция – мера источника. Например, свеча – источник света – об-
ладает положительной дивергенцией. Ночной мрак, где свет рассеивается, 
поглощается, обладает отрицательной дивергенцией. Для абсолютно про-
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зрачного стекла, где свет не создается и не поглощается, дивергенция равна 
нулю. 

 
Поэтому Максвелл дописал к двум имеющимся уравнениям еще два: 
 

πρ= 4divD
G

,  
 
где ρ  – плотность электрических зарядов; 0div =B

G
. 

 
Физический смысл уравнений понятен. 
Силовые линии электрического поля кончаются на зарядах, плотность 

которых ρ . 
Силовые линии магнитного поля не кончаются нигде. Они замкнуты 

сами на себя. 
Входящие в эти уравнения векторы электрической и магнитной индук-

ции ( D
G

 и B
G

) и векторы напряженностей электрического и магнитного полей 
( E
G

 и H
G

) связаны соотношениями: 
 

ED
GG

ε=  и HB
GG

μ= , 
 

где ε  – диэлектрическая постоянная среды; μ  – магнитная проницаемость 
среды. 

 
Эти четыре уравнения и составляют «великие уравнения Максвелла», а 

система взглядов, которая легла в основу уравнений, получила название 
«максвелловой теории электромагнитного поля». 

Уравнения были просты, но чем больше Максвелл и его последователи 
над ними работали, тем больший внутренний смысл находили в четырех 
строчках. Генрих Герц, знаменитый немецкий физик, роль которого в исто-
рии – доказать полную справедливость  представлений Максвелла, писал о 
неисчерпаемости теории: «Нельзя изучить эту удивительную теорию, не ис-
пытывая по временам такого чувства, будто математические формулы живут 
собственной жизнью, обладают собственным разумом; кажется, что эти фор-
мулы умнее нас, умнее даже самого автора, как будто они дают нам больше, 
чем в свое время было в них заложено». 

Теория Максвелла – триумф идей Фарадея. Максвелл, по выражению 
Миликена, «облек плебейски обнаженные представления Фарадея в аристо-
кратические одежды математики».  

Замечание Герца о самостоятельной жизни уравнений Максвелла и о 
том, «что они умнее самого автора», стали подтверждаться сразу же после 
того, как Максвелл начал изучать свою систему уравнений. 

Все величины в уравнении были ясны, кроме c. Применив уравнения к 
одному конкретному случаю, Максвелл определил, что c = 300000 км/с. Сов-
падение было слишком разительным, чтобы не принять его во внимание.  



ЛЕКЦИЯ 33. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 
2. Рождение великих уравнений 

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -223- 
 

Согласно первому уравнению, любой ток вызовет возникновение маг-
нитного поля в окружающих областях пространства. Постоянный ток, на-
пример, вызовет возникновение  вокруг него постоянного магнитного поля. 
Такое поле, однако, не сможет вызвать электрического поля в «следующих» 
областях, поскольку электрическое поле, согласно второму уравнению, воз-
никает лишь при изменяющемся магнитном поле. 

Но картина иная, если первоначальный ток – переменный. Вокруг пе-
ременного тока создается переменное магнитное поле, способное уже создать 
в «следующем» элементе пространства электрическое поле; то, в свою оче-
редь, за счет «тока смещения» создает новое магнитное поле, а оно точно так 
же создаст еще дальше поле электрическое. И так будет продолжаться до 
бесконечности. 

Другими словами, электромагнитное поле, как с поразительной ясно-
стью понял Максвелл, распространяется в виде волны, причем волны незату-
хающей. Энергия магнитного поля в пустоте полностью переходит в энергию 
поля электрического и наоборот. 

Но ведь в виде точно таких «поперечных» волн распространяется и 
свет. И Максвелл сделал два далеко идущих вывода. 

Электромагнитное поле распространяется в пространстве в виде попе-
речных волн, и свет есть электромагнитное возмущение. Электромагнитные 
волны распространяются в пространстве со скоростью света. Признание ко-
нечной, хотя и очень большой, скорости распространения электричества и 
магнетизма камня на камне не оставило от теории мгновенного дальнодейст-
вия. 

Предсказание Максвелла намного опередило свое время. Но он не мог 
знать, что Фарадей еще в 1832 г. оставил в архивах королевского общества 
запечатанный конверт с завещанием и просьбой открыть последний через 
100 лет после его смерти. И вот в присутствии многих ученых Англии в 1936 
г. конверт был вскрыт и слова, которые были написаны на пожелтевшем лис-
те, потрясли всех: выяснилось, что Фарадей ясно представлял волновую при-
роду распространения электромагнитных колебаний в пространстве с неко-
торой скоростью. «Я полагаю, что распространение магнитных сил от полю-
са похоже на колебания взволнованной водной поверхности. По аналогии я 
считаю возможным применить теорию колебаний к распространению элек-
трической индукции», – писал Фарадей на основании далеко идущих анало-
гий между электромагнитной индукцией, светом и звуком.  

Фарадей – гениальный английский физик-экспериментатор. Сын куз-
неца, он не обладал блестящими знаниями, но его великолепные эксперимен-
ты и проницательный ум позволили ему сделать много таких изобретений, 
каждое из которых могло обессмертить его имя. 

Фарадей ставил множество опытов. О его работоспособности говорит 
хотя бы тот факт, что дневник, куда он заносил свои опыты, обрывается на 
16041 опыте, за 44 года – каждый день по опыту. 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. В чем принципиальное отличие теории дальнодействия от теории 
силовых линий Фарадея? 

2. Какие идеи Фарадея Максвелл использовал для написания своих 
уравнений? 

3. Объясните физический смысл уравнений Максвелла. 
4. Каким образом Максвеллу удалось обнаружить волновую природу 

света? 
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материала 
4. Эффект близости 
5. Графическое изображение электростатического поля 
6. Электростатическое экранирование 
 

11..  ООссннооввнныыее  ууррааввннеенниияя  
 
В общем случае изменяющихся во времени зарядов, изменяющихся во 

времени токов, движущихся заряженных или намагниченных тел или дви-
жущихся контуров с токами в окружающем их пространстве существует  пе-
ременное электромагнитное поле. 

Ограничимся рассмотрением электромагнитного поля (ЭМП) в непод-
вижных однородных и изотропных средах. Для исследования такого поля не-
обходимо обратиться к полной системе уравнений ЭМП:  
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Эта система уравнений  охватывает все электромагнитные процессы. 
Физический смысл основных уравнений ЭМП заключается в том, что 

магнитное поле всегда вихревое и возбуждается как движущимися зарядами, 
так и изменяющимся во времени электрическим полем. Электрическое поле 
может быть вихревым, когда оно возбуждается изменяющимся магнитным 
полем, и безвихревым, когда оно возбуждается постоянными зарядами. Элек-
трические и магнитные поля связаны между собой непрерывным преобразо-
ванием и представляют собой различные проявления единого электромаг-
нитного поля, которое находится в движении.  

 
22..  ППооввееррххннооссттнныыйй  ээффффеекктт  ((ППЭЭ))  

 
Проникая извне в проводящую среду, ЭМВ очень быстро затухает. На-

ружные слои экранируют глубинные слои от проникновения поля. Это явле-
ние называют поверхностным эффектом или скинн-эффектом. 
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Кроме того, из теории переменных токов известно, что ток в цилинд-
рическом проводнике распределяется по сечению проводника неравномерно, 
причем плотность тока в центральных частях сечения имеет меньшее значе-
ние, чем на поверхности проводника и вблизи от нее. С возрастанием часто-
ты степень неравномерности увеличивается. Наличие поверхностного эф-
фекта приводит к тому, что значительная часть провода оказывается слабо 
использованной для протекания тока, а при резко выраженном ПЭ и вообще 
не использованной. При этом уменьшается эффективное сечение провода и 
его активное сопротивление возрастает. 

Как известно, ток тождествен магнитному потоку. Поэтому при ПЭ 
уменьшается магнитный поток внутри провода, а это ведет к уменьшению 
индуктивности провода. 

Наличие ПЭ приводит к увеличению активного и уменьшению индук-
тивного сопротивлений проводов. Первое – результат неполного использова-
ния током сечения проводов. Второе связано с ослаблением магнитного поля 
в теле проводов и уменьшением внутренней индуктивности ( внутрL ) конту-
ров. 

 
 

33..  ППооввееррххннооссттнныыйй  ээффффеекктт  вв  ммаассссииввнныыхх  ппррооввооддаахх    
иизз  ффееррррооммааггннииттннооггоо  ммааттееррииааллаа    

 
Все полученные ранее соотношения предполагают, что магнитная про-

ницаемость среды постоянна. Для проводов из ферромагнитного материала 
это условие не выполняется. Магнитная проницаемость ферромагнитных ве-
ществ зависит от напряженности магнитного поля. Поэтому величина μ  в 
каждой точке среды изменяется в течение периода изменения напряженности 
поля. Величина mH  убывает по мере удаления от поверхности провода  
в глубь его. Поэтому если амплитуда напряженности поля mH  на поверхно-
сти имеет достаточно большое значение, то μ  сначала растет по мере удале-
ния от поверхности в глубь провода, а затем, достигнув максимума,  убывает 
(рис. 34.1, а). Возрастание μ  приводит к более резкому проявлению поверх-
ностного эффекта. 

Амплитуда плотности тока mδ  зависит от координаты z иначе, чем при 
constμ = . Эта зависимость представлена на рис. 34.1, б. При этом z есть рас-

стояние от поверхности ферромагнитной среды, отсчитываемое в глубь нее. 
Кривые построены при одинаковых значениях тока в обоих случаях. Ампли-
туда магнитной индукции при constμ ≠  вначале медленно убывает за счет 
явления насыщения, а затем резко падает до нуля (рис. 34.1, в). 

 



ЛЕКЦИЯ 34. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ЭФФЕКТЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
3. Поверхностный эффект в массивных проводах  из ферромагнитного материала  

 

  Теоретические основы электротехники. Конспект лекций -227- 
 

 
 

Непостоянство  μ   и  связанное с ним быстрое затухание  волны ведет 
к увеличению активного сопротивления провода. Активное сопротивление 
провода также растет за счет потерь от гистерезиса. В этом случае активное 
сопротивление провода определяют по выражению, полученному Л. Р. Ней-
маном:  
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где aμ  – значение абсолютной магнитной проницаемости на поверхности 
провода, определяемое по основной кривой намагничивания  по действую-
щему значению напряженности магнитного поля на поверхности провода, u – 
периметр сечения провода.  

Величина действующего значения напряженности на поверхности про-
вода по закону полного тока:   

 

u
IH =дейст . 

 
 

44..  ЭЭффффеекктт  ббллииззооссттии  
 
Если в непосредственной близости друг от друга расположены не-

сколько проводников с переменным током, то каждый из проводников нахо-
дится не только в собственном переменном магнитном поле, но и в магнит-
ном поле других проводников. Это приводит к тому, что распределение пе-
ременного тока в каждом проводнике будет отличным от случая, если бы 
этот проводник был уединенным. Этот эффект называют эффектом близости. 
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Рис. 34.1 
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Он приводит к дополнительному увеличению активного сопротивления про-
водников. 

 
55..  ГГррааффииччеессккооее  ииззооббрраажжееннииее  ээллееккттррооссттааттииччеессккооггоо  ппоолляя  

 
Электростатическое поле можно характеризовать совокупностью силовых 

и эквипотенциальных линий (рис. 32.1). Силовая линия – это мысленно прове-
денная в поле линия, начинающаяся на положительно заряженном теле и закан-
чивающаяся на отрицательно заряженном теле. Силовую линию проводят таким 
образом, что касательные к ней в любой точке совпадают с вектором напряжен-
ности поля E

G
 в этой точке. Так как в каждой точке поля вектор E

G
 имеет опре-

деленное направление, то через каждую точку поля можно провести только 
одну силовую линию. 

В электростатическом поле можно провести эквипотенциальные по-
верхности, т. е. поверхности, потенциалы всех точек которых равны 

( , , ) constx y zφ =C  (уравнение эквипотенциальной поверхности). Если такую 
поверхность рассечь плоскостью, то след от сечения даст эквипотенциаль-
ную линию. При перемещении по эквипотенциальной линии в любом на-
правлении потенциал остается неизменным. 

Эквипотенциали и силовые линии (рис. 34.2) пересекаются под прямым 
углом. Силовые линии не могут быть замкнутыми сами на себя, так как нель-
зя совместить положительный и отрицательный заряды. Эквипотенциали - 
замкнутые на себе линии. Там, где напряженность электростатического поля 
больше, эквипотенциальные линии расположены гуще. 

 

q+ q−

0=ϕ

   

Рис. 4.2

0φ =

Силовые линии 
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Если рассмотреть проводник в электростатическом поле, то неподвиж-
ные свободные заряды одного и того же знака расположены по поверхности 
проводника ввиду сил отталкивания. Таким образом, объемная плотность за-
ряда в толще проводника равна нулю, т. е. ρ = 0. Внутри проводника элек-
тростатическое поле существовать не может: E

G
= 0. В противном случае воз-

ник бы ток проводимости, т. е. движение свободных зарядов под действием 
сил поля. Ток проводимости существовал бы до тех пор, пока не произошло 
бы такое перераспределение зарядов, при котором величина напряженности 
электрического поля во всех точках внутри проводника упала бы до нуля. 

 
 

66..  ЭЭллееккттррооссттааттииччеессккооее  ээккррааннииррооввааннииее  
 
Представим себе полость А, окруженную со всех сторон проводником 

(рис. 34.3). Как бы ни был заряжен проводник и в каком бы внешнем элек-
тростатическом поле он ни находился, электростатическое поле в полости А 
существовать не может, так как поверхность проводника всегда эквипотен-
циальна. Линии вектора E

G
 не могут начинаться и заканчиваться на  такой 

поверхности, так как это соответствовало бы наличию ротора у электроста-
тического поля, т. е. 0rot ≠E

G
, но электростатическое поле безвихревое, и все-

гда 0rot =E
G

. 
Не могут существовать и линии поля, входящие с поверхности провод-

ника и заканчивающиеся где-то в полости А, так как внутри проводника ρ = 
0, а значит q = 0, т. е. там нет зарядов, следовательно, и нет дивергенции век-
тора E

G
. 

 

 
 
Поэтому возможно электростатическое экранирование приборов в 

электростатических полях. Практически достаточно окружить защищаемый 
объем металлической сеткой. 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии    
 

1. На чем основан эффект экранирования в переменном электромаг-
нитном поле? 

3. Сформулируйте понятие электрического поверхностного эффекта. 
4. Каково соотношение активных сопротивлений с учетом и без учета 

поверхностного эффекта? 
5. Что такое эффект близости? 
6. Объясните физическую сущность поверхностного эффекта. 
7. Объясните принцип экранирования в электростатическом поле. 
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